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STRESZCZENIE. Konstrukcje mostéw murowanych z uwagi na uzyty materiat konstrukcyjny
wymagajg specyficznego, innego niz konstrukcje stalowe czy betonowe, podejscia przy
okreslaniu ich nosnosci. W artykule przedstawiono kryteria wytrzymatosciowe konstrukcji
murowanych, uwzgledniajgce ich charakterystyki mechaniczne. W oparciu o coulombowskie
kryteria wytrzymato$ciowe w ptaskim stanie naprezenia dokonano analizy z uwzglednieniem
izotropii i anizotropii struktury murowanej. Omowiono réwniez zastosowanie teorii obcigzen
granicznych.

W artykule oméwiono takze praktyczne metody okreslania stateczno$ci sklepien. Pokazano,
wczesniej juz znang, ale zmodyfikowang metode linii Srodkéw cisnien oraz analize statecznosci
sklepien za pomocg mechanizmu niszczenia. Wykorzystanie mechanizmu niszczenia
pokazano na przykfadzie okreslenia statecznosci sklepienia.

1. WSTEP

Mosty murowane, w zwiazku ze znaczna ich liczebnoscia oraz dzigki wysokim warto-
sciom architektonicznym i estetycznym, a takze z uwagi na ich szczegdlne powiaza-
nia z historia, stanowia bardzo wazna cze¢s¢ dziedzictwa kultury [1]. Konstrukcje
murowane naleza do najstarszych, najdtuzej eksploatowanych budowli inzynierskich
w ogole, a mosty stanowia wsrdd nich grupe o szczegdlnym znaczeniu.

Najstarsze, kamienne sklepienia to konstrukcje o geometrii w postaci tukow kotowych.
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Z czasem stawaly si¢ coraz bardziej ptaskie, a poczawszy od Wielkiego Kamiennego
Mostu nad rzeka Jiao, zbudowanego przez Li Chuna w 610 r. (rys. 1), zaczgto budo-
wac je w postaci tukéw parabolicznych, osiagajacych coraz to wigksze rozpigtosci.
Mosty murowane budowane sa tez w czasach wspotczesnych, rowniez nad autostrada-
mi [2]. Wiele obiektéw murowanych o bardzo duzym znaczeniu komunikacyjnym lub
kulturowym wystepuje takze w Polsce. Na sieci szlakoéw komunikacyjnych jest ponad
3 tysigce obiektéw mostowych murowanych, o tacznej dtugosci ponad 25 km [3].
Roéwniez na ogdlna liczbe 140 tysigcy przepustéw, ponad 20 tysiecy to konstrukcje
murowane [3].

Rys.1. Wielki Kamienny Most nad rzekg Jiao zbudowany przez Li Chuna w 610 r. [2]
Fig.1. Great Stone Bridge above river Jiao built by Li Chun in 610 [2]

Mosty murowane w Polsce, zarowno te wielkie jak i te najmniejsze, wymagaja
wlasciwego utrzymania. Ich stan techniczny jest bardzo zréznicowany [4]. Warun-
kiem wtasciwego utrzymania obiektéw o konstrukcji murowanej jest rowniez umiejg-
tnos$¢ okreslania ich nos$nos$ci, poparta zrozumieniem i rozpoznaniem cech
materiatowych oraz charakteru pracy konstrukcji. Jest to bardzo istotne, zwlaszcza w
przypadku konieczno$ci modernizacji, polegajacych na poszerzaniu mostu czy pod-
noszeniu jego nosnosci [5], wymuszonych nowymi warunkami eksploatacyjnymi.

2. CHARAKTERYSTYKI MECHANICZNE

Kamienie i cegly sa materiatami wykazujacymi niska wytrzymalo$¢ na rozciaganie w
stosunku do wytrzymatos$ci na §ciskanie i zachowujacymi si¢ jak ciata sztywno — pla-
styczne.

W konstrukcjach murowanych wystepuje (najczesciej) ptaski stan naprezenia, dla
ktorego w plaszczyznie 6, —c, mozna wykresli¢ krzywa réwnania F(c ,6,) = 0,
przedstawiajaca zbior wypukly naprezen mniejszych od naprezen granicznych. Na
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rys. 2 przedstawiono znany warunek plastycznosci Treski. Dla ciata doskonale sztyw-
no — plastycznego punkty wewnatrz wykresu przedstawiajg stany naprezen, przy kto-
rych odksztalcenia sa zerowe, podczas gdy punkty na granicy przedstawiaja stany
naprezen, powodujacych odksztalcenia plastyczne. Zgodnie z [6], na plaszczyzng ¢ ;
mozna ,,natozy¢” plaszczyzng wspotrzednych e i odksztatcen plastycznych, ktore
mozna przedstawi¢ za pomoca wektora g. ‘
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Rys.2. Warunek Treski
Fig.2. Tresca condition

Jezeli wektor ¢ jest normalny na granicy, to materiat spetnia warunki brzegowe Treski
(rys. 2a) i wowczas mozna zapisac:

R S B

(F}-[v' Jie}-{ay <o .
(@) =x{gg} (N

Jezeli materiat ulega zgnieceniu, granica jest funkcjq odksztatcen plastycznych, ktore
powstaty przy zgniocie. W zaleznosci od rodzaju zgniotu, warunek Treski przyjmuje
postac:
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« zgniotu Koitera (rys. 2b)

:{IOHZL}—(c+hKI)SO ,

——————————————————————— )
Y=V Jod-({r} + 10 < {0}
{F}: NT {Q}— 1]{x}so :
{XT}{F}zo {x}z{o} PY={0y n(1)=[H] .
- zgniotu izotropowego (rys. 2c)
Y =[v" oy - (R} +[1]0}) < {0} ]
3=y T]{Q}-[H]{X}S{O}“}Z{” , )
frirt=0 fit= {0} [H]=h{R, HR Y =n[R] J
« zgniotu kinematycznego (rys. 2d)
Py =V Ty - (R + [1]0) < 0y ()20 1
= lod-g =ty {7} =0 {3210} L @
[H]=n[N][N"] H,=h{n} {n,} . J

Warunek Treski moze by¢ pojmowany jako szczegdlny przypadek warunku Coulom-
ba. Mozna wykaza¢, ze w konstrukcji murowanej wystgpuje tarcie wewngtrzne, a za-
tem mozna zastosowa¢ coulombowska hipoteze wyt¢zenia materiatu. Konstrukcje
murowane charakteryzuja si¢ réznymi wiasciwosciami mechanicznymi w réznych
kierunkach. W szczegdlnosci sa to materiaty o ortotropii biegunowej, a zatem okresla-
ne dwiema osiami preferencyjnymi. Na rys. 3 przedstawiono warunek ze spdjnoscia
czysta (Treski), z tarciem czystym (Coulomba) dla materiatu, ktory charakteryzuje sig
zerowa (a praktycznie bardzo matgq w stosunku do wytrzymatos$ci na $ciskanie) wy-
trzymato$cia na rozciaganie oraz ze spojnoscia i tarciem. Rozne granice, wskazane na
kazdym wykresie, odpowiadaja réznym orientacjom plaszczyzn preferencyjnych pek-
nigcia w stosunku do osi naprezen gléwnych.
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Rys.3. llustracja: a) warunku Treski, b) warunku Coulomba z tarciem oraz

Fig.3. llustration of: a) Tresca condition,

C) ze spojnoscig i tarciem
b) Coulomb condition with friction and
c) with cohesion and friction

W konstrukcjach murowanych, podobnie jak w betonie, mamy czgsto do czynienia ze
zgniotem, uzaleznionym od stanu mikropgkania, ktory wystepuje przed zniszczeniem.
Belloti i Rossi [ 7] przeprowadzili badania (rys. 4), w wyniku ktorych wnioskuja, Zze z pun-
ktu widzenia oceny no$nosci konstrukcji z betonu strefy zarysowane mozna uwazaé¢ za
znajdujace si¢ jakby w stanie odksztalcenia plastycznego. Na podstawie zakresu zgniotu
okreslili ewolucje od strefy sprezystej az do granicy ustabilizowanego zarysowania.
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1° - obszar sprezysty,
2° - obszar quasi spre¢zysty (lokalne mikrozarysowania),
3° - obszar ustabilizowanego zarysowania,

4° - obszar nieustabilizowanego rozwoju zarysowania

Rys.4. Wyniki badan Bellotiego i Rossiego

Fig.4. Test results of Belloti and Rossi
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Konstrukcje murowane sa rozszerzalne, tj. podczas pekania zwigkszaja swoja obje-
tos¢. Takie zjawisko sugeruje, ze materiat charakteryzuje si¢ wektorem odksztalcen
plastycznych o stabym odchyleniu od normalnej na krawedzi zakresu granicznego.

3. ZAKRESY GRANICZNE DLA KONSTRUKCJI MUROWANEJ

3.1. INTERAKCJA N-M

Konstrukcje murowane w postaci sklepienia (rys. 5a) wykonane sa z blokow, ktore
mozna uwazac za ciala doskonale sztywno — plastyczne, miedzy ktorymi znajduja sig
spoiny praktycznie nie przenoszace naprezen rozciagajacych. Przy tych zatozeniach
mozna przeprowadzi¢ analize¢ wspotzaleznosci zginania i $ciskania [8 - 9].

W przypadku naprezen Sciskajacych, mniejszych od naprezen granicznych o, od-
ksztatcenia beda zerowe (rys. Sb). Natomiast pegknigcie powoduje powstawanie
szczeliny o rozwarto$ci 8, wywotanej wzajemnym obrotem ¢ blokow (rys. 5c). Sity
wewngtrzne N i M mozna przedstawi¢ wyrazeniami:

N=oc,bch , (%)
M:cngh(h—gh) . ©)
2 2

Stad otrzymujemy:
7
o Nh(_ N ™

2 N,
gdzie:
N,=c,bh , (®)
N, - graniczna sila normalna przy zerowym momencie zginajacym,

b, h - szerokosc¢ 1 wysokos¢ sklepienia,
¢h — zasigg strefy Sciskane;.

Zgodnie zrys. Sc zalezno$¢ migdzy katem obrotu i rozwarciem szczeliny mozna zapi-

sa¢ w postaci:
o)

lub po przeksztatceniu:
©__ Moy (10)
2 2
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Rys.5. a) Schemat sklepienia, b) naprezenia i odksztatcenia w bloku i spoinie,
c) obrét blokéw; indeks f okresla przekrdj
Fig.5 a) Outline of vault, b) stress and strain in block and joint, c) blocks rotation

Po uwzglednieniu powyzszych rownan mozna zapisac:

am _ @) an
dN 5 )

Interpretacj¢ geometryczna rownania (11) przedstawiono na rys. 6a. Warto$¢ maksy-

malna M =M

=; N, - h osiagnieta jest dla N =—"

X

Jezeli okreSlimy funkcje @ i®, w postaci:

]
CD] :M_]\;h(l_]i/vJ )
’ (12)
o, —v- NN
2 N,

to punkty wewnatrz obszaru, ktérego granica jest okreslona rownaniami:
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© :M_MI[I_NJ:O ® z_M_Nh(l_N]:o

1 2
2 N, 2 N,
spetniaja nierownosci
NN g NN
2 N, 2 N,
i charakteryzuja wszystkie pary sit (N, M) dla naprezen granicznych.
a) B
grad®,;
=N.h/8 +———Sf — — D, 0, <0
Mnax=Noh/8 /
- (1)1 =0
arctg h/2
N() = GLbh
(1)2 =0
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Rys.6. a) Interpretacja geometryczna réwnania (11), b) stan wywotany sitami T, N
Fig.6. a) Geometrical interpretation of equation (11), b) state due to forces T, N
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Gradient funkcji @, jest wektorem normalnym do linii @, =const. Wektor wy-
wodzacy sig z zakresu @ , <0 okreslaja sktadowe:

oD

1 h 1 2hN
_JON | _] 5 N
grad®d = o0, [~ 12 N, (15)
oM
oD oD
L2 e (16)
ON oM dN &

Mozna wywnioskowac, ze wektor {(p , 6} w przypadku mechanizmu pgkaniadla N i M
ma taki sam kierunek, co i gradient ®( N, M), obliczany w tym samym punkcie N, M.
Przy tym podejsciu szczeliny odgrywaja role odksztalcen plastycznych przy rozciaga-
niu.

3.2. DZIALANIE Sit. POPRZECZNYCH

Powyzej przeprowadzone rozumowanie nie uwzglednialo dziatania sity poprzeczne;.
Model jest wige do przyjecia tylko w tych przypadkach, gdzie sita poprzeczna nie
moze wywola¢ poslizgu wzajemnego blokéw. Mozna réwniez stwierdzi¢, ze stan na-
prezenia wywolany sitami N, T’ (rys. 6b) nie wywotuje stanu granicznego, jesli zawar-
ty jest wewnatrz lub co najwyzej na konturze stozka, wyznaczonego prostymi o
réwnaniach:

(O =T-Nitgb=0 |,
17)
O, =-T-Ntgb=0 ,
spetiajac nierownosci:
T-Nitgb<0 (18)
-T—-Ntgb<0 ,

spoiny pozostaja nienaruszone i powyzsze wywody sa stuszne.

Jezeli cho¢ jedno z rownan (17) jest spetnione, to nastgpuje poslizg blokow w spoinie i
mechanizm ten mozna opisa¢ za pomoca wektora (rys. 6b):

szjgl ; (19)
[”/J

gdzie V jest wektorem jednostkowym, za$ A jego intensywnoscia, a n . przesunigciem
blokow. Dwie sktadowe sa zerowe, tj. obrdt i rozwarcie szczeliny. Wektor nie jest
prostopadty do konturu granicznego.
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3.3. KRYTERIUM WYTRZYMALOSCIOWE KONSTRUKCJI
MUROWANEJ SCISKANEJ OSIOWO

Hilsdorf [10] rozpatruje konstrukcje murowana, poddana obciazeniu skupionemu
(rys. 7). Stwierdza on, ze tarcie migdzy blokami (ceglami lub kamieniami) i zaprawa
(spoinami) powoduje, ze pgknigcia muru przypominajg pgkanie materialu monolity-
cznego. Wzajemne oddziatywanie blokow 1 spoin stwarza stan $ciskania osiowego i
rozciagania dwuosiowego w blokach i stan $ciskania tréjosiowego w spoinach. Nos-
no$¢ konstrukcji murowanej jest zatem wigksza niz nosnos$¢ materiatow sktadowych
tj. blokow i zaprawy (spoin).

4
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Rys.7. Konstrukcja murowana, poddana obcigzeniu skupionemu oraz wykresy naprezen
Fig.7. Masonry structure subjected to a concentrated load and stress field

Hilsdorf podkresla zatem natur¢ dwusktadnikowa materiatu, twierdzac, ze peknigcie
wystepuje, gdy naprezenie maksymalnes  =U -o = jest wigksze od wytrzymato$ci
bloku na $ciskanie. U jest wspolczynnikiem nieréwnomiernosci, czyli stosunkiem
migdzy naprgzeniem normalnym maksymalnym ¢ i naprgzeniem normalnym $red-
nim o
’

m*
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Na rys. 8 przedstawiono kryterium peknigcia Hilsdorfa w przypadku konstrukcji mu-
rowanej, poddanej prostemu $ciskaniu. Prosta 4, uwzgledniajac teori¢ Mohra, przed-
stawia wzajemne oddziatywanie naprezen Sciskajacycho | =U o | i rozciagajacych
o =0o _, wywolujacych peknigcie bloku. '

ox=0,A

Fn

Egkniecie

>
o,=Uoym

Rys.8. Kryterium pekania Hilsdorfa
Fig.8. Hilsdorf crack criterion

Roéwnanie prostej 4 ma postaé:
c
GX :GZ :fb’t[l—):J , (20)

gdzie:
f, — wytrzymato$¢ bloku na Sciskanie proste,
f,, — wytrzymato$¢ dwuosiowa bloku w przypadkuc  =o _.

Naprezenia ¢ 16 _oddzialywuja w tym samym czasie na warstwg zaprawy (spoing).
Prosta C przedstawia zachowanie si¢ w stanie $ciskania trojosiowego zaprawy w spoi-
nie i odpowiada naprezeniu bocznemu bloku, wystarczajacemu do zamknigcia zaprawy
(spoiny). Punktc =oc _ =0 przedstawia wytrzymato$¢ zaprawy na Sciskanie proste. W
przypadku okreslania wytrzymatosci w stanie tréjosiowego $ciskania (prosta C) przyj-
mowane jest rownanie:

o,=f +4l-c, , (21)
gdzie:
G, =0, =06 _ - naprezenie $ciskajace boczne,
c — naprezenie $ciskajace,

f /’ — wytrzymalo$¢ zaprawy na Sciskanie proste (jednoosiowe).
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Rownowaga migdzy wypadkowa naprezen bocznych rozciagajacych o ,, dziafa-
jacych na blok o szerokos$ci b 1 wypadkowa naprezen bocznych G Sciskajacych za-
prawe w spoinach o grubosci j, jest okreslona rownaniem:

beb:G)g‘j . (22)

1

_ J
2 4]

o,-f] ), wstawiajac o = b rownanie prostej C przyj-

Poniewaz G, =0

muje postac:

= = L —_ ! = —_ ! 23
c,.=0, 4,1‘b(6y fj) oc(cy fj) . (23)
Naprezenie wystepujace w miejscu peknigcia okresla punkt przecigcia sig prostych 4 i
C:
L taf!
o =it 24)
fbt + fb

Za pomoca wspoOtczynnika U mozna okresli¢ warto$¢ $rednia naprezenia
wywotujacego peknigcie:

=7 (25)

1podstawiajac:c |, = f /' (wytrzymatos$¢ na $ciskanie konstrukcji murowanej), otrzy-
mujemy ostatecznie:

Sy Su ey (26)
U fLf

Hilsdorf uzyskat dobre zgodnos$ci migdzy wynikami badan i obliczeniami, zauwazyt
przy tym, ze znaczne trudnosci dotycza oceny /' i U. Dlatego podaje on, ze zachodza
nierownos$ci 1,1 U <251 U jest malejace wraz z odwrotno$cia wytrzymaltosci zapra-

f)
m

wy. Sahlin [11] za$ proponuje: U =2 — 5060 dlaf/f <4000 psii f, = 500 psi. Po przej-

o : . f; :
$ciu na jednostki SI, otrzymujemy: U =2 — 4—(/) dla f ,’ <30 MPai f =40 MPa.

3.4. UOGOLNIENIA

Podejscie teoretyczne Hilsdorfa pozwala uwzgledni¢ w sposob stosunkowo prosty
niejednorodnos¢ konstrukeji murowanej, ktora zachowuje si¢ ,,z grubsza” spregzy-
sto-plastycznie. Eksperymentalnie stwierdzono réwniez, ze warunek pgknigcia kon-
strukcji murowanej odpowiada warunkowi Coulomba z bardzo mata, a nawet zerowa
wytrzymalos$cia na rozciaganie.
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Odksztatcenie w stanie granicznym jest takie, ze mozna klasyfikowaé konstrukcje
murowang do materiatdw mato $cisliwych. Anizotropia jest znaczna i nie do pominig-
cia w opracowaniu kryterium wytrzymatosciowego. Najwigksza trudnos$¢ polega na
sformulowaniu go na tyle prosto, by mogt by¢ uzyteczny w praktyce inzynierskie;j.

4. WYTRZYMALOSCIOWE KRYTERIA COU LOMBA
W PLASKIM STANIE NAPREZENIA

4.1. PRZYPADEK IZOTROPOWY

W oparciu o hipotez¢ Coulomba zmodyfikowana przez Mohra mozna stwierdzi¢, ze
peknigcie, lub ogolniej stan graniczny, wystepuje wowczas, kiedy naprezenie t osiaga
warto$¢ graniczna. Warto$¢ ta zalezy wprost proporcjonalnie od napr¢zenia normal-
nego o oraz od wartosci statej spojnosci C, przy napr¢zeniu normalnym o,
dziatajacym w tym samym przekroju, ze wspotczynnikiem proporcjonalnosci #g¢,
gdzie ¢ jest katem tarcia wewngtrznego materiatu.

Peknigcie wystapi zatem, gdy spelnione jest rownanie:

MzC +0-tgd . 27)

Na rys. 9a przedstawiono to kryterium na plaszczyznie ¢ —1, za$ na rys. 9b w prze-
strzeni naprgzeh gtdownych o, —c, —o, w postaci powierzchni stanéw granicznych
Coulomba.

T=c totgé

Rys.9a. Kryterium pekania na ptaszczyznie c—1
Fig.9a. Cracking criterion in c—t plane
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Gs3

Rys.9b. Kryterium pekania w przestrzeni naprezen gtéwnych o, -6, — o,
Fig.9b. Cracking criterion in space of principal stresses ¢, —c, — o,

Przy zalozeniuc, 26, >c,, w oparciu o warunek pokazany na rys. 9a mozna okre-
sli¢, ze peknigcie nastapi gdy:

(G‘ ;03 +Cctgq)jsin¢:c‘ % (28)

2
i bezposrednio:
G, :”S?nq’cs3 +2cm=tg2(n+¢j03 +2C-tg(n+¢j (29)
1—sin¢ 1—sin¢ 4 2 4 2

lub wprowadzajac ekstremalne napr¢zenia gtowne:
T ¢ T ¢
c =tg’|=+T o +2C-tg —++|. (30)
max g (4 2) min g( 4 2)

Poniewaz kazda ze skfadowych o, 6,, o, moze przybiera¢ wartosci ekstremalne,
wystepuje szes¢ warunkdéw peknigeia. Jezeli stan napr¢zenia mozna uznac za ptaski,
np. 6, =0, warunek obrazuje przekroj przez plaszczyzng 6, =0 (rys. 9¢). Szes¢ wa-

runkéw, po podstawieniu N = tg’ % +(IZ) , ma postac:

c,2020, o, =Noo, +2CN¢ ,
c,2020, o, =N¢c, +2C\N¢ ,
c,20,20 c, =2C+/ No s
6,206, 20 c, =2C\N¢ , 3D
020, 20, c, =—£ s
VNG
020, 20, o, =—£
VN
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o3 /¢

G lc

—t—2(Ng) 2 —

2(N g )2

Rys.9c. Przekroj przez ptaszczyzng ¢, =0
Fig.9c. Section through plane ¢, =0

Granicg zakresu mozna wyrazi¢ ogodlnie:
F(c,,0,)=0. (32)

Oznacza to, ze jezeli stan naprezenia jest taki, ze F' < 0, to material znajduje si¢ w stre-
fie ,,sprezystej”, podczas gdy cho¢ jedno z rownan (31) jest spetnione, tj. /=0, mate-
riat podlega ,,fazie peknigcia”. Dla murowanych sklepien ceglanych najczegsciej
podawanymi warto$ciami sa:

+ spdjnos¢ C=0,2 MPa,

+ kat tarcia wewngetrznego ¢ =30°.
Przedstawione kryterium jest do§¢ optymistyczne w odniesieniu do wytrzymato$ci
konstrukcji murowanej na rozciaganie i moze by¢ skorygowane, co pokazuje rys. 10a.

03 /C
/ Rys.10a. Korekta kryterium
/ : Fig.10a. Correction of criterion
/
!l
“+—
_t/C; — 02/0
/-"—.‘///
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. P . . . . , , .
Odksztatcenia plastyczne de | w stanie zniszczenia moga przybierac postac jak narys.

10b.
G, d83p
*
AN
N
Rys.10b. Odksztatcenia de
- w stanie zniszczenia

—— Fig.10b. Strains de

in the destruction state

4.2. PRZYPADEK ANIZOTROPOWY

Anizotropia materiatu wywiera wptyw na sposob peknigcia i wielkos$¢ naprezen grani-
cznych tak dalece, ze nie wystarczy, jak to bylo w przypadku izotropowym, sfor-
mulowa¢ warunki peknigcia w naprezeniach gtownych.

Po przyjeciu warunku Mohra-Coulomba z pewnym ograniczeniem w zakresie napreg-
zen rozciagajacych, mozna rozpatrzy¢ peknigcie spowodowane rozcigganiem.
Zaklada sig, ze material osiaga stan graniczny, gdy w spoinie naprezenies, , normal-
ne do przekroju m, przyjmuje warto$¢ graniczna ¢, , ktora zalezy od kierunku m.

Przy zatozeniu, ze napregzenia $ciskajace sa dodatnie, pgknigcie nastapi, jesli:

G >i . (33)

m

Naprgzenie 6, moze by¢ obliczone, gdy znane sa sktadowe o, , dzialajace na trzy
plaszczyzny wzajemnie prostopadte, ktorych normalne tworza z prosta m znane katy.
Jezeli m sa kosinusami kierunkowymi osi m w stosunku do kartezjanskiego ukfadu
wspotrzednych, naprezeniac , moga by¢ wyrazone w funkcjic , :

O, =0, mm_ . (34)

m

Podstawowym zatozeniem tej hipotezy jest to, ze wytrzymato$¢ ¢ =~ zmienia sig jako
sktadowa normalna tensora drugiego rzedu:

tmm = tik mimk ? (35)

i, k=1, 2, 3 konwencja sumowania.
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Poniewaz ¢, jest tensorem drugiego rzedu, istnieja trzy kierunki prostopadte, bedace
podstawowymi kierunkami ortotropii np.: £, =0 dla i# k, mozna zatem uwzgled-
niajac (33), (34) 1 (35) zapisac:

G, mm_ 2t mm, (36)
lub
(o, —t,)mm_ 20 . 37
Nierownosc¢ (37) wykazuje, ze peknigcie nastapi gdy:
(0, 1)), —1,)0y —t;)=1]1=0 (38)
i w plaskim stanie napr¢zenia, np. dlac, =0:
(0, —t,)o, —t33)—t123 =0 (39)
to jest kiedy:
3 b

W przypadku, gdy material posiada znaczna spojnos¢ i tarcie (, >0, o, >0), mozna
postepowaé w podobny sposob przyjmujac, ze pgknigcie powstaje, gdy naprezenie
G, W kierunku m osiaga warto$¢ graniczna, ktora zalezy od m. Mozna to zapisac:

Gmm =Cmm +fmm 2 (41)

gdzie C  jest skladowa spojnosci, okreslong przez rownanie:

mm

c,,=C.mm_, 42)

m

natomiast f = jest to warto$¢ zalezna od tarcia i proporcjonalna do stanu naprezenia
dziatajacego w kierunku m:

fmm =¢mmrscrs ’ (43)

przy czym¢, - jest tensorem czwartego rzedu, zaleznym od kata tarcia wewngtrzne-
go materiatu.

Wykazano [12], Ze peknigcie nastapi, kiedy zostanie spetnione przynajmniej jedno z
nastepujacych rownan:

S = \/(fll +Cn)(fz.3 +C33) _‘fn +C13

B

: : :\/(fll +C11)(f22 +C22)_‘f12 +Clz (44)

b

= \/(fzz +C22)(f33 +C33) _‘f23 +(:23‘ :
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Dla materiatu takiego, jakim jest struktura murowana, a wigc o izotropii biegunowej,
dla ptaskiego stanu naprezenia (o, =0) mozna okresli¢ zakresy pokazane na rys. 11.
Rysunek ten przedstawia rowniez wyniki badan Page'a [13], ktore dowodza dobre;j
zgodnosci z teoria.

O3 G3
0=10° 0=22,5°
(¢} (93]
O3 O3
0=45° 0=67,5°
N O G
G3
K>S
T~
\\:\\ ~-B-.
<. {
0=90° o
| 1
! X / :
06
L - 01 L/ I E—we=0°
l

049% c——0 ¢ =225°
0O—-—D#§ = 45°
oo § =675
X—e—ex & =90°

\

o,

—
—
10" 1 1R

2
=
0 02 04 06 08 1,0

5
\
A\
...._\______.__.__.__.-._.-..
\
; T

-
N
k-
>
-
@

Rys.11. Obszary graniczne dla ptaskiego stanu naprezenia oraz wyniki badan Page'a
Fig.11. Limit ranges for flat state of stresses and the results of Page research
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Istnieja jednak powazne trudno$ci praktycznego zastosowania catego zbioru kontu-
réw granicznych i dlatego zaproponowano obszar bezpieczenstwa (rys. 12) dla wszy-
stkich kierunkow spoin, uzyskany z zakresow przedstawionych na rys. 11. Obszar
taki dotyczy materiatu fikcyjnego, na ktory dziataja obciazenia spehiajace kryteria
catego zbioru konturéw granicznych. Obszar ten jest jednocze$nie mniej rygorystycz-
ny dla naprezen $ciskajacych, anizeli zakres uzyskany przy uwzglednieniu wytrzy-
malosci minimalnych jako wartosci graniczne (zakres oznaczony na rys. 11 linig
przerywana). Uproszczenie polega na tym, ze wytrzymatos¢ przyjeta jest jako tensor
przy zatozeniu, ze ortotropia jest w rzeczywistosci zredukowana do izotropii bieguno-
wej, co nie jest prawdziwe tylko w przypadku cienkiej tarczy, np. $ciany czotowej w
mostowej, tukowej konstrukcji sklepione;.

oy/c,

6=n/4+ 1/2artan 2u‘

6 =90

6 =90

¢~ n/4  1/2artan 2/.1!

N
/e, 0, /¢,

4 2(2u, + \/4/.4" + 1) —t

——— 202 +\/4,‘;a* +a) —

Rys.12. Obszar bezpieczenstwa dla wszystkich kierunkéw spoin
Fig.12 Area of safety for all directions of joints

5. ZASTOSOWANIE TEORII OBCIAZEN GRANICZNYCH

W przypadku analizy statycznej i przy wymiarowaniu konstrukcji, kiedy zaintereso-
wanie jest skoncentrowane na ocenie obciazenia granicznego, model ciata doskonale
sztywno—plastycznego jest modelem najprostszym. Zgodnie z tym modelem konstru-
kcja w stanie granicznym, inicjujacym zniszczenie, odksztatca si¢ pod okreslonym
obciazeniem czysto plastycznie. Poniewaz geometria poczatkowa (nie odksztatcona)
stosowana jest dla opisu stanu granicznego, jest on identyczny ze stanem ciata dosko-
nale sztywno—plastycznego.
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W praktyce obciazenie graniczne zostanie zrealizowane jedynie wtedy, gdy od-
ksztatcenia sprezysto—plastyczne, wywotane mniejszym obciazeniem, nie spowoduja
w stopniu odczuwalnym zmiany geometrii konstrukcji. Moze to zosta¢ sprawdzone
za pomoca analizy sprezysto—plastycznej krok za krokiem lub, stosujac rachunek od-
ksztalcen, tuz przed teoretycznym zniszczeniem. W przypadku mostowych konstru-
kcji murowanych nalezy dodatkowo zatozy¢, ze zadne zjawisko niestabilnosci (np.
podpor) nie zaktoci powstawania mechanizmu plastycznego zniszczenia sklepienia.

Model doskonale sztywno—plastyczny pokazuje kierunek rzeczywistego obciazenia
granicznego. Analiza postgraniczna pozwala okresli¢ stosunek migdzy parametrem
obcigzenia A i przemieszczeniem charakterystycznym 6. Na rys. 13 przedstawiono
krzywa rosnaca, pokazujaca, ze mechanizm zniszczenia powoduje zmiang ksztattu,
ktéra wzmacnia konstrukcje i ktéra czasami nazywamy zgniotem geometrycznym.
Konstrukcja jest stabilna pod obcigzeniem granicznym i wigkszym, jednak odcigze-
nie pociaga za soba duze odksztatcenia trwate, ktore najczgsciej uniemozliwiajg uzyt-
kowanie konstrukcji. Krzywa malejaca wykazuje, ze przeciwnie, niestabilno$¢
konstrukcji pod obciazeniem granicznym doprowadza najczesciej do zniszczenia ka-
ta- stroficznego. Ponadto teoretyczne obciazenia graniczne w takich przypadkach naj-
czgsciej nie zostaja osiagnigte, poniewaz odksztatcenia sprezysto—plastyczne
powoduja powstanie wczesniej niestatecznosci ogolnej (punkt A na rys. 13).

Sztywno-plastyczny
A trwaly
A
/égr)rQZysto-plwtycm};[

Széywno—plastyczny
| W geometril poczatkowej

Sztywno-plastyczny
nietrwaly

Sprezysto-plastyczny

L

Rys.13. Zaleznos¢ parametru obcigzenia | przemieszczenia (A — §)
Fig.13. Parametr load and characteristic (A — 5) relationship

Mechaniczne zachowanie si¢ elementu konstrukcji doskonale sztywno-plastycznej
mozna przedstawi¢ geometrycznie (rys. 14). W przestrzeni naprezen Euklidesa stan
naprezenia jest okreslony przez wspotrzedne O, O, , Q. Wektor naprezenia przed-
stawiony jest przez Q. Tej przestrzeni odpowiada przestrzen predkosci odksztatcenia,
gdzie wektory predkosci odksztatcenia ¢ maja sktadowe g, ...... g, w odniesieniu do
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tych samych osi. Funkcja rozproszenia D(¢ ) elementu konstrukcji doskonale sztyw-
no—plastycznej daje warto$¢, przy ktorej energia jest rozproszona przez proces plynig-
cia plastycznego, opisanego predkoscia odksztalcenia ¢. Funkcja ta jest funkcja
nieujemna.

Q, . q,
q
5
G
Q
Q!,dl
[o]
o

q a
q

q

Rys.14. Mechaniczne zachowanie sie elementu konstrukcji doskonale sztywno - plastyczne;j
Fig.14. Mechanical behaviour element of perfectly rigid - plastic structure

W plastycznos$ci doskonatej nie zalezy ona od odksztalcen plastycznych wezesniej-
szych. Ponadto, brak lepkosci implikuje, Zze funkcja ta jest jednorodna pierwszego
rzedu w ¢, to znaczy, ze:

D(cg)=cD(§) dla ¢>0 . (45)
Stan naprezenia Q jest,,plastycznie dopuszczalny”, jezeli spetniona jest nieréwno$é:
04 <D(q) (46)

dla catej predkosci odksztalcenia ¢ (zasada pracy maksymalnej Hilla). Nierownos$é (46)
okresla charakter elementu konstrukcji doskonale plastycznej. Stan naprezenia, ktory
spetnia (46) dla calego ¢, nie moze spowodowac ptynigcia plastycznego. Natomiast, je-
zeli plynigcie plastyczne ¢ moze wystapi¢ w wyniku powstawania stanu naprezenia O,
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to wowczas zaleznos¢ (46) jest spetniona jako rownanie. Prawo plynigcia wynikajace z
(46) jest doktadnie opisane w wielu dostepnych podregcznikach.

Analiza graniczna konstrukcji doskonale sztywno-plastycznych stawia sobie nastg-
pujacy problem podstawowy: jezeli jakas konstrukcja doskonale sztywno—plastyczna
pozostaje sztywna pod obciazeniem P, (x), nalezy znalez¢ wspotczynnik A | >1 taki,
zeby plynigceie plastyczne byto mozliwe pod obciazeniem A, P, (x) i niemozliwe pod
wszelkimi obciazeniami A P (x), gdzie A<X,. Wspolczynnik A nazywany jest
wspotczynnikiem obciazenia granicznego.

Zatozenia podstawowe, stosowane w obliczeniu obcigzenia granicznego konstrukcji
doskonale sztywno—plastycznych sa nastgpujace:

— pole naprqzen Q (x)jest ,,statycznie dopuszczalne”, jezeli spetnia warunki row-
nowagi,

— pole naprezen jest ,,plastycznie dopuszczalne”, jezeli nie narusza ono warunkow
plastycznosci w zadnym punkcie konstrukeji;

— pole naprezen nazwane jest ,,dopuszczalnym”, jezeli jest jednoczes$nie statycz-
nie i plastycznie dopuszczalne. W tym przypadku obciazeniu przyporzadkowa-
ny jest tzw. parametr statyczny lub multiplikator statyczny zapisywany jakoA _;

— pole predkosci odksztatcenia q, (x) jest ,,klnematyczme dopuszczalne”, jezeli
pochodzi z pola predkosci przermeszczema p,, (x), ktore spetnia warunkl kine-
matyczne;

— pole predkosci jest ,,plastycznie dopuszczalne”, jezeli:
 pole predkosci jest takie, ze energia sit zastosowanych jest dodatnia,

* nalezy ono do zakresu, w ktérym zostata okreslona funkcja rozproszenia,

— pole predkosci odksztatcenia bedzie ,,dopuszczalne”, jezeli jest jednoczesnie
kinematycznie i plastycznie ,,dopuszczalne”. W tym przypadku z réwnania roz-
proszonej energii rownej pracy sit zastosowanych przy zniszczeniu okre§lamy
parametr (multiplikator) kinematyczny, zapisywany jako A , .

Podstawowa nierdwnoscia analizy granicznej [14, 15] jest:

YN (47)

a zniej wynika, ze parametr n obciazenia musi si¢ zawiera¢ w przedziatach: 0< n< oo 1
mozna przedstawi¢ dwa twierdzenia: ,,twierdzenie statyczne” i ,,twierdzenie kinema-
tyczne”.

Twierdzenie statyczne ,,0 obcigzeniach bezpiecznych”

Jezeli na kazdym etapie obciazenia mozliwe jest znalezienie pola obciazen ,,dopusz-
czalnych” pod tymi obciazeniami, konstrukcja wytrzyma to obciazenie.
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Twierdzenie kinematyczne ,,0 obcigzeniach niebezpiecznych”

Jezeli na jakimkolwiek etapie obciazenia mozliwe jest znalezienie pola predkosci od-
ksztalcen ,,dopuszczalnych”, ktérego energia obciazen przewyzsza energi¢ rozpro-
szenia, konstrukcja nie wytrzyma obciazenia.

Przy obliczaniu mostowych konstrukcji murowanych mozna wprowadzi¢ uproszcze-
nia:

a) materiat charakteryzuje si¢ ograniczong wytrzymaloscia na $ciskanie i zerowa
na rozciaganie,

b) jedyny ruch wzgledny blokéw, w geometrii pierwotnej, jest obrotem jednej z
dwoch krawedzi i wyklucza wszelki poslizg wzgledny (rys. 15).
Rys.15. Ruch wzgledny

| 0

h

1 - _ blokow
r 11 u Fig.15. Relative movement
lh

A

N

of blocks

B

Ruch wzgledny dwoch blokéw mozna opisa¢ w formie:
>0 o|=2 (48)
h
gdzie:
2h — wysoko$¢ blokow,
0 - predkos¢ wzgledna obrotu wokot krawedzi A,
u — predkos¢ wzgledna srodkow cigzko$ci G ptaszczyzn przylegtych.
Sita normalna N jest przekazywana w punkcie 4 1 wywotuje moment zginajacy:
M ==£Nh . (49)

Naprezenia wywotane przez M i N, przekazywane sg przez spoing, sa wigc potozone
na lub wewnatrz dwoch promieni (rys. 16) okreslonych dla N <0 (Sciskanie) przez
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wzor (49). Nalezy sprawdzi¢, czy dla kazdej pary M, N potozonej na jednym z tych
promieni, skfadowe 110 ruchu, podane w (48), moga by¢ uwazane jako sktadowe we-
ktora ¢ predkosci odksztatcenia, powiazane z wektorem naprezenia Q sktadowych M

i N. Praca wirtualna przedstawia si¢ jako:

w, =M0O + Nu . (50)
M B
T Ar Ll/h
( RaS [
| { [
{ I i | E f ! i . Rys.16. Naprezenia wywotane
T i - przez M i N w spoinie

Fig.16. Stresses in the joint
due to Mand N
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Osobliwos$¢ polega na tym, ze energia rozproszona w dowolnym mechanizmie jest
stale zerowa, poniewaz:

D =|M|6|-ulN|=0, (51)

bowiem albo M =+Nh i (49) jest spelnione, albo ‘M‘< h‘N, N<L0i0=u=0.

6. PRAKTYCZNE METODY OKRESLANIA
STATECZNOSCI SKLEPIEN

6.1. INFORMACJE WSTEPNE

Przedstawione w poprzednich rozdzialach teoretyczne rozwazania wymagaja pew-
nych uproszczen w celu ich wykorzystania do celow praktycznych.

Mozna powiedzie¢, ze aby sklepienie bylo stateczne pod obciazeniem O, konieczne
jest, by stan naprezen spetniat:

1° warunki rownowagi w kazdym punkcie,
2° kryteria wytrzymato$ciowe dla materialdéw w kazdym punkcie,
3° warunki graniczne, ktore moga wystepowac jedynie na konturach sklepienia.

Propozycja algorytmu obliczania sklepien wg [16] przedstawiona jest na rys. 17.
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(Q)

Rys.17. Algorytm obliczania sklepien wg [16]
Fig.17. Algorithm of vault calculation [16]
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Warunek stanu stateczno$ci jest ostabiony dwukrotnie:

— najpierw opisujac jedynie rownowage globalna kazdego z blokow,

— nastgpnie opisujac rownowage spoin.
Jest oczywiste, ze jezeli nie istnieje linia srodkow cisnien, spetniajaca na kazdej spoi-
nie kryterium globalne w (N, M, T), sklepienie jest z pewnoscia niestateczne. Mozna
w sposOb ogolny zdefiniowaé wspotczynnik peknigeia (ktory nie jest tozsamy ze
wspotczynnikiem bezpieczenstwa). Jest on stosunkiem obciazenia granicznego, pod
ktorym sklepienie znajduje si¢ w stanie granicznym statecznosci i obciazenia rzeczy-
wistego (rys. 18).

|Oj‘)
T

(Q)

Rys.18. Wspotczynnik pekania [16]
Fig.18. Coefficient of cracking [16]

W obliczeniach poszukujemy obciazen, przy ktorych sklepienie jest niestateczne. Sto-
sujac zasade prac wirtualnych, mozliwe jest przej$cie od naprezen (sit N, M, T) do pred-
kosci. Zaktada si¢, ze mechanizm zniszczenia sklepienia jest mechanizmem pgknigcia i
bloki obracaja si¢ wzajemnie wzgledem siebie. W tym mechanizmie praca sit wewne-
trznych ogranicza si¢ do pracy sit w ,,spoinach peknigcia” (fr. joints de rupture), ktora
zaleznie od pola predkosci moze ulec zwigkszeniu do warto$ci energii rozproszenia.
Jezeli praca sit zewnetrznych przekracza energi¢ rozproszenia, to sklepienie jest z pew-
nos$cia niestateczne. Podejscie to jest bardzo proste i prowadzi do minimalizacji energii
rozproszenia w okreslonych warunkach. Rozwiazanie prowadzi do mechanizmu
sktadajacego si¢ z 4, 5, 6 lub 7 blokow, co potwierdzaja wszystkie doswiadczenia i ob-
serwacje zagrozonych obiektow rzeczywistych.

6.2. METODA LINIl SRODKOW CISNIEN

Konstrukcja sklepienia zostaje podzielona na bloki, zawarte migdzy przekrojami po-
przecznymi § , ktore tworza zbior przekrojow F =(S ) przy czym i e J. Liczba prze-
krojow w analizie sklepienia moze by¢ skonczona lub nieskonczona. Przyktadowo
moze by¢ tak, ze:
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* §, 1J sa skonczone, tworzg zbior liczb catkowitych od 1 do N;

* §, 1Jsa nieskonczone, przekroje (S, S ) sa skrajnymi przekrojami na lewo
lub prawo od klucza sklepienia.

W analizie obliczeniowej rozpatrywane sa na ogot przekroje normalne do osi sklepie-
nia, ktore to przekroje mozna nazwac spoinami przez analogi¢ do kierunku i ksztattu
spoin konstrukcji murowanej. Zeby sklepienie byto stateczne pod obciazeniem Q, po-
trzeba, aby istnial stan naprezen, spetniajacy warunki 1°, 2°, 3°. Koniecznym jest, aby
w kazdym punkcie przekroju S, zbioru 7 istnial taki stan naprezen normalnych G i
stycznycht, zeby kazdy blok, ograniczony przez dwa kolejne przekroje S, 1§, , zna-
jdowat si¢ w rownowadze pod wptywem sit oddzialywujacych na ten blok i aby byty
spelnione kryteria wytrzymatosciowe.

Jest to ostabienie warunkow 1°,2°, 3°. Obcigzenie Q, dla ktérego spelnione sa warun-
ki w zbiorze przekrojow S, niekoniecznie musi by¢ mozliwe do przeniesienia przez
sklepienie (obciazenie potencjalnie przenoszone). Natomiast jezeli warunki te nie sa
spetnione, to nie jest ono przenoszone. Mozna zatem twierdzié, ze jezeli znajdziemy
obciazenie @, dla ktérego warunek nie jest spetniony, wtedy O znajduje si¢ na
zewnatrz wypuklego zbioru obciazen granicznych. Zeby otrzymaé takie obciazenie
0, trzeba poszukiwa¢ wartosci maksymalnej obciazenia, przy ktorej ten warunek jest
spetniony. Aby uzyskac najlepsze wyniki, nalezy poszukiwac zbioru Fprzekrojow S
najmniej korzystnych, tj. takiego zbioru, ktory daje najmniejsza majorante. Zwiazki
migdzy sitami i napr¢zeniami sa nastgpujace:

N:”cds, T:”rdS, M=”cde, (52)

gdzie:
y — jest odlegltoscia od srodka cigzkosci przekroju,

T - jest skladowa naprgzenia statycznego w plaszczyznie normalnej do osi
sklepienia,

S - pole przekroju.

Naprezenia normalne o i styczne t, wystepujace w przekroju S, musza spetnia¢ kry-
teria wytrzymatos$ciowe: a) §ciskania — rozciagania oraz b) tarcia.

a) Kryterium wytrzymatosciowe $ciskania — rozciagania:

M| < Nh[l—NJ , (53)
GOS

gdzie:
h - polowa wysokosci przekroju,

o, — wytrzymalos¢ na Sciskanie bloku.
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W nierdwnosci (53) nie uwzgledniono efektu sily tnacej. Jednakze praktyka oblicze-
niowa wykazata, ze wptyw sily tnacej jest rzedu 2 + 3 %, wigc w obliczeniach inzynie-
rskich mozna go pominag.

b) Kryterium tarcia:
T|< Ntgo . (54)

Interpretacjg nierdéwnosci (53) 1 (54) przedstawiono na rys. 19 1 20. Nieréwnosc¢ (53)
pociaga nieréwnos¢ (55)
|M|< Nh (55)

ekwiwalentng dla (53) przy wytrzymato$ci kamienia na $ciskanie osiowe o, ktore
ma bardzo duza wartos$¢.

»*
M*= M M*:N
J, Sh

Rys.19. Geometryczna interpretacja
— % N nierownosci (53)
o ! N = 0.5 Fig.19. Geometrical interpretation
° of inequality (53)

VP N Rys.20. Geometryczna interpretacja
L — nieréwnosci (54)
Fig.20. Geometrical interpretation
of inequality (54)
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Mozna wigc stwierdzi¢, ze sklepienie bedzie stateczne pod obciazeniem Q, gdy na ka-
zdy przekrdj S, zbioru 7 dziataja sity wewnetrzne N, T, M , spetniajace rownania
roéwnowagi oraz nieréwnosci (53) i/lub (54) w zaleznos$ci od rozpatrywanego przekro-
ju. Warunek ten jest nowym ostabieniem warunku poprzedniego z racji braku row-
nowaznoSci kryteriow dla sit i dla naprezen. Obciazenie maksymalne Q| , spetniajace
ten warunek, dostarcza majorantg ', dla F' (wspofczynnika pgknigcia):

F =2 (56)

Jezeli I, <1, rownowaga sklepienia w konfiguracji poczatkowej jest niemozliwa.

Sity N, iT, daja wypadkowa silg R , przytozona w spoinie S, w punkcie C , nazywa-
nym $rodkiem cis$nienia na spoing (rys. 21). Linia §rodkow cis$nienia kojarzona ze
zbiorem 7 jest linia, ktora faczy zbior punktow C gdzie i€ J. Linia ta nie moze by¢
utozsamiana z linig ci$nien, ktora jest obwiednia wypadkowych R .

Rys.21. Srodek cisnienia na spoine
Fig.21. Centre of pressure onto joint

Jezeli J jest zbiorem skonczonym, to linia sSrodkow ci$nien jest wieloboczna, zas gdy
J jest zbiorem nieskonczonym (S, , S ), jest krzywa parametryczna, ktora moze mie¢
punkty nieciaglosci bedace skutkiem wystgpowania sit skupionych. Polozenie srodka
cisnienia C, na spoinie S, o $rodku 7, oraz wysokosci 24, okreSlone jest przez

M.
1C =—".
i N

1

Warunek (53) mozna zapisac:

1C ‘M" <h|1 N, jesli N >0 l
C =—"<h|l-——" esli N, ,
A - 1 (57)

1

1C <h jesli N, =0 . J
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Oznacza to, ze srodek ci$nienia C, nie moze by¢ zbyt odlegty od $rodka spoiny. Od-
leglos¢ I,C, jest tym mniejsza, im wigksza jest sita N . Ponadto sita N, powinna by¢
dodatnia. Warunek (57) mozna tez zapisac:

1C. -
N, SNi(Ci):GOSi(l_ IhilJ jesli N, >0, (58)

1C <h jesti N, =0

Interpretacj¢ geometryczng tego warunku przedstawiono na rys. 22.

4»hi

N(C))
Rys.22. Interpretacja geometryczna
warunku (58)
Fig.22. Geometrical interpretation
N(I.) = 0’0 S of condition (58)
I

Si

W szezegolnosei, jezeli 6 jest bardzo duze (relatywnie ,,nieskonczone”), wtedy

L<h i N. =0, cooznacza, ze Srodek ciSnienia powinien znajdowac si¢ wewnatrz
i

sklepienia i ze sita normalna w spoinie S, powinna by¢ dodatnia. Z warunku (54) wy-

nika:

T|< N, tgo , (59)
a to oznacza, ze wypadkowa R, nie powinna by¢ nachylona wigcej niz pod katem ¢
do normalnej n, przy spoinie S ,.

Drugi, ostabiony warunek stateczno$ci sklepienia mozna wyrazi¢ nastgpujaco: aby
sklepienie byto stateczne pod obciazeniem Q, konieczne jest, dla jakiegokolwiek
zbioru & spoin istnienie co najmniej jednej linii sSrodkow cisnienia, spetniajacej wa-
runki (58) 1 (59).
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Najczesciej spotykane sklepienie obustronnie utwierdzone, bedace konstrukcja trzy-
krotnie statycznie niewyznaczalna, posiada krzywoliniowa lini¢ $srodkéw cis$nienia.
Jest ona okreslona przez trzy parametry, ktérymi moga byc¢:

— sita normalna H przy kluczu, nazywana naciskiem poziomym przy kluczu,
— sila styczna V' przy kluczu, nazywana naciskiem pionowym przy kluczu,
— moment zginajacy M w przekroju klucza.

Zamiast M mozna réwniez przyja¢ wspotrzedna z punktu K przejscia linii w przekro-

......

nieje jedna odnoszaca si¢ do nacisku poziomego minimalnego i jedna linia nacisku
poziomego maksymalnego. Oznaczajac punkt podniebienia 4 lub grzbietu B sklepie-
nia, nalezacy do spoiny o wspotrzednej krzywoliniowej S, (odpowiednio S, ), istnieje
wewnatrz sklepienia co najmniej jedna linia $rodkow cis$nienia wszedzie $ci-
skajacego, jezeli istnieje punkt K wspotrzednej z, dla ktérego:

H (z)<H,(z2), (60)
gdzie:
H (z2)= Max{ H(z,§,,S,) }; A i B sa to punkty krancowe dla potozenia linii
nacisku minimalnego, przechodzace przezK, S, S, (S b S)),
H,(z)= Mz'n{ H(z,§,,S8,) }; A i B sa to punkty krancowe dla potozenia linii

nacisku maksymalnego, przechodzace przez K, S, S, € (S s S,).

Otrzymujemy wigc:

H_(z)=H (2) i H_ (z)=H,(z) . (61)
Powyzsze postgpowanie moze by¢ rowniez zastosowane do skonczonego podzbioru
7, ze zbioru 7, zawierajacego n spoin. To znaczy, ze H _  (z)iH 7 (z)sana-
ciskami skrajnymi dla zbioru spoin 7 .
Mozemy zapisac:
Hmin (Z) 2 Hmin%(z) ’
H Z)SH F(z),
max( ) max n ( ) (62)

limHmin'gn(Z):Hmin(Z) ? |
limH 7 (z)=H_(z) . J

n—0
Dysponujemy zatem prostym $rodkiem okreslania linii skrajnych naciskow. Mozna
tez stwierdzi¢, ze jezeli brak jest linii wewngtrznej przy podzbiorze .7 , nie ma row-
niez linii wewnatrz sklepienia.



62 Grazyna Lagoda, Marek Lagoda

Zespo6t linii Srodkoéw cisnienia wewnatrz sklepienia (zbioru ) i wszedzie $ci-
skajacych jest okreslony przez zbior w przestrzeni (z, H, V), oznaczony( (z, H, V) i na-
zywany zbiorem ,,potencjalnej stateczno$ci”. Analiza obliczeniowa wykazuje, ze
przy spetnieniu drugiego ostabionego warunku statecznosci, istnieje tylko jedna linia
srodkow cisnien wewnatrz sklepienia. Linia ta spetnia zatem warunek H . =H .
Jest to wigc linia nacisku poziomego minimalnego i maksymalnego. Istotna jej
wlasciwoscia jest to, ze posiada co najmniej cztery punkty stycznosci z podniebie-
niem i grzbietem. Przekrdj, gdzie istnieje stycznos¢, znajduje si¢ w rotacji wzglednej
w stosunku do przekroju sasiedniego, poniewaz srodek rotacji znajduje si¢ na grzbie-
cie lub na podniebieniu. Wynika z tego, ze ,,mechanizm zniszczenia” sklepienia jest
mechanizmem pigciu blokow obracajacych si¢ wokot czterech krawedzi.

»Mechanizm zniszczenia” napisano w cudzystowie, poniewaz teoretycznie okreslo-
ny mechanizm niekoniecznie odpowiada rzeczywistosci, niemniej jest podobny do
tych, potwierdzonych doswiadczeniami [9]. Mechanizm zniszczenia jest nieco inny,
gdy mamy do czynienia z problemem symetrycznym, w ktérym istnieje co najmniej
pig¢ punktow stycznosci i jeden z nich znajduje sig¢ w kluczu, lub sze$¢ punktow sty-
cznosci, z ktorych zaden nie wystepuje w kluczu.

Powyzsze spostrzezenia pozwalaja w przypadku sklepienia opisanego przez geome-
trig, obciazenie Q i zbidr C (z, H, V), okresli¢ linie wewngtrznych srodkow cisnien $ci-
skajacych dla zbioru spoin. Linig srodkow cisnien (M ,, N ), gdzie i € J, skojarzona ze
zbiorem & spoin, mozna opisa¢ funkcja:

N h, M

o S 2y (63)
c So, "N,

0 i

Funkcja ta ma maksimum A 7 przynajmniej dla jednej spoiny ze zbioru A 7 i jest
funkcja (z, H, V). Jezeli minimum A 7 (z, H, V) w zbiorze C linii ci$nieh wewngtrz-
nych i $ciskajacych jest mniejsze od 1, wowczas mozliwe jest znalezienie linii
spetniajacej warunek (57), a warto$¢ minimalna jest odwrotnoscia wspotczynnika pe-
knigcia, zaleznego od warunku (57).

Latwo zauwazy¢, ze jezeli linia Srodkow cisnienia (z, H, V) jest okreslona dla obciaze-
nia Q, linia (z, kH, kV) odpowiada obciazeniu kQ. Linie te sa podobne i wartosci fun-
kcji A 7, dotyczace tych linii, znajduja si¢ w stosunku k. Jezeli wigc minimum jest
mniejsze od 1, tatwo jest obliczy¢ linie naciskow poziomych, minimalnego i maksy-
malnego, spetniajace warunek (57). Sa to linie, ktorych A 7 =1.

6.3. ANALIZA STATECZNOSCI SKLEPIEN
ZA POMOCA MECHANIZMU NISZCZENIA

Warunkiem koniecznym stateczno$ci pod obciazeniem Q jest istnienie w kazdym
przekroju zbioru §', stanu naprezefi normalnych o i stycznych t, utrzymujacego row-
nowagg bloku ograniczonego przekrojami S, i § . Naprezenia wywotane sa takim
obcigzeniem, ktore spelnia okreslone wezesniej warunki wytrzymato§ciowe:
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RO, (0.0), , (0:0), =0, (64)
MO, (G,‘C)Si , (G’T)SH. =0, (65)
f((c,r)SI)SO oraz f((cs,r)SIH)SO , (66)

gdzie O, jest obcigzeniem dziatajacym na blok i, R, wypadkowa, a M, momentem w
odniesieniu do jakiegokolwiek punktu 0 sit zaznaczonych w nawiasach.

Rownania (64) i (65) wyrazajgq rownowage bloku i. Zgodnie z zasada prac wirtual-
nych, praca sit dziatajacych na blok i jest zerowa. Blok i obraca si¢ wzglgdem bloku
i —1 zgodnie z ruchem okreslonym przez Srodek ruchu obrotowego . i predkos¢
katowa ®,. Mamy zatem rownowazno$¢ (64) i (65) < (67) z:

nie(l,n)
P(0,. (0.1), . (0.0), .(Q,.0,),.,.)=0 (67)
ANQ Lo, k=1+i .
P(O,, (Q,,0,),_,.,)jest praca sit dziatajacych na blok i, A i€ (1, n),
PO, (Q, .o, )kilﬂ.):—jcl_vm ds + j GV, dS— J‘Iiv,‘ ds + jrmv
s, s s, s,

i+l

ds,(68)

t

i+l

gdzie:
v, - absolutna predko$¢ normalna w punkcie 7,
v, - absolutna predkos¢ styczna w punkcie i,
v, orazv, sa funkcjami Q i, , k=1+i
Sumujac dla n blokow otrzymamy:

ntl

Y P0,. (@0, )= (@ [y, 1+7[v, DdS (69)

i=l g
i

=v, =v, =v, =0 (przyczoiki pozostaja nieruchome).

) ty Ty 1y iy

Pierwszy wyraz (69) jest praca obciazen oddziatywujacych na sklepienie w rozwaza-
nym polu predkosci. Warunkiem koniecznym statecznosci jest, aby na kazdej spoinie
S, zachodzit rozdziat ( 5, 1), spelniajacy (69) pod (66) A(Q, ,0, ), k=1+n.



64 Grazyna Lagoda, Marek Lagoda

v, 1+, 1" + v, T’

Wprowadzajac funkcjg n([v]) okreslona przez n([v])=c 5 ,

catka P([v, ])= ITE([V[_])dS z zachowaniem warunku (66) przedstawia najwigkszy
s,

przyrost wyrazu —j (o,[v, 1+1,[v, DdS (rys. 23). Z powyzszego wynika warunek

n;

SL

konieczny statecznosci sklepienia:

PO.(Q,.0),,, <Y P[] @ .0) k=1n . (70)

/‘[[‘—’]T'

Rys.23. Zaleznos¢ 1 - o
Fig.23. Relationship between 1 —c

O o
V,

g [Va]

Zeby sklepienie bylo stabilne, potrzeba, by w kazdym ruchu obrotowym blokéw szty-
wnych(Q, ,0, ), k =1+ n, praca sit zewngtrznych byta mniejsza od Z P([v,]), sumy
i=1 7
catek ([v]) w przekrojach S, ktora zgodnie z [16] mozna nazwac energia rozpra-
szana w mechanizmie. Wyrownujac te dwie wielko$ci, uzyskujemy majorante
0, skrajnego Q. Wprowadzony zostaje wspotczynnik F , okreslony jako
F,. =0, /Q,ktory jest majoranta wspotczynnika pgknigeia /' . W sposob klasyczny,
zaproponowany przez Salencona [14], przy okreslaniu stanu granicznego otrzymuje-
my:

F.= Inf )(ZP([vi])j/P(Q, ©Q,.0),..) . o
O\ =1
gdy zachodzi:
PQ,(Q,.0,),,,)>0 i v, =v, =v =v =0, )
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Poniewaz Z P([v,])jest funkcja dodatnia, jednorodna, stopnia pierwszego, otrzymu-

i=1

jemy:
F= si",f;)@”““ ])] (73)
w przypadku:
PO, (Q,,»),_.)=11 v, =V, =V, =V, =0 (74)

Rozwiazanie problemu polega na minimalizacji energii rozpraszanej pod pewnymi
warunkami. Doktadniej nalezy wyznaczy¢:

InfiP([vf]), i=l+n,orazw, A u, , (75)
i=1 7

gdzieA ,p, sa nieciaglosciami predkosci normalnej i stycznej srodka spoiny pod wa-
runkiem:

PO, (o, A, n), . ) oraz v =v  =0. (76)

n+l

Warunki te mozna takze zapisa¢ nastgpujaco:

Yo,=0.

i=1

i(Xi(Di +ai}\'i _Biui)zo ’
o (77)
Z(Yi(o[ +BA, +opn)=0 ,
i=1

Z(Miwi +Ni)\'i +Ti“i)=1 ’
i=1
gdzie:
X,, Y, — wspotrzedne srodka J, spoiny S ,
a,P, — kosinusy kierunkowe normalnych do spoiny S ,
oraz:

N =B H )= (3

T =o (3 H)-BXV) (78)
j=1 j=1 |

Mf:Zn:”j _Xi(iVj)-i_Yi(iHj ’ J

z(H i V]_) ip ; tj. elementami redukcyjnymi sit zewnetrznych, dziatajacych na blok j
w O — $rodku skrecania.
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6.4. PRZYKLAD OKRESLANIA STATECZNOSCI

Dla przyktadu dokonano analizy belki wspornikowej o przekroju S, pokazanej na rys.
24, ktorej material spetnia nastgpujace kryterium wytrzymatosciowe:

f(g):Sup{Gi(cl_ -o, )} , gdzie: o(x)e G(x)
- i=1+3 -
przy zatozeniu, ze naprezenia $ciskajace sa dodatnie (normalna na rozpatrywanym

przekroju jest skierowana do wnetrza). Wysokos¢ przekroju wynosi 24, szeroko$¢
b(y). Przekrdj posiada pozioma o$§ symetrii, ktora jest jednoczesnie jego osia

bezwladnosci.
YA
S
2h 0 by) 10 |
y
—>
,;'/ X

Rys.24. Analizowana belka
Fig.24. The analysed beam

OkreSlenie funkcji podparcia (utwierdzenia) I'l

Jezeli pole predkosci jest ciagle i rézniczkowalne, to I jest okre§lone przez:
M(x,d(x)) = Sup{ir(-od)} , gdzie o(x)eG(x) ,
przy czym d(x) jest tensorem:prqdkoéci deformacji w punkcie x. Wynika z tego, ze:
H(x,d(x)) =0, (Sup(=d, 0) + Sup(=d, 0) + Sup(-d,, 0)) ,

gdzie d, sa warto$ciami podstawowymi d(x).

Jezeli pole predkosci przedstawia nieciagtos$¢ predkosci v(x) =v,(x) — v, (x) wzdhuz
powierzchni normalnej n, wowczas wiadomo, ze:

gdzie:
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[ u, utl/2 “:2/2—|
D(x)=|u, /2 0 0 |,
u, /20 0

au, jest nieciagto$cia normalna, za$ w, lu, sa nieciaglo$ciami stycznymi. Wartos$ci
ogolne D sa:

u, — |y u, +|u
_n _

A =0, A, =—", A, =
1 2 2 3 2
Tylko 2, jest ujemna, wigc:
i~

77777 2

Warunek Konieczny stateczno$ci belki

Jezeli istnieje pole predkosci dopuszczalne kinematycznie takie, ze moc (praca) sit ze-
wnetrznych w tym polu przewyzsza moc rozpraszania (dysypacji), wystapi niezgod-
nos$¢ miedzy rownowaga konstrukeji i kryterium wytrzymatosciowym.

Opis rozwazanego pola predkosci:
v=0 — wszedzie przed spoing S,

v=0k AOM - predkos¢ jest wk w koniunkcji zOM dla wszystkich punktow
M lezacych za S lub na S, 0 jest jakimkolwiek punktem.

Zgodnie z rys. 25, J jest Srodkiem cigzkosci przekroju S, natomiast (J xyz) jest pun-
ktem odniesienia takim, ze Jx jest normalne przy S i skierowane na zewnatrz. Nie-
ciaglos¢ predkosci mozna zapisa¢ w punkcie M (0, y) przekroju S:
v(x,y)=a(y, =y)i+(=x;)j)

albo:

v(x,y)=(h —oy)i+tuj ,
gdzie:

A=owy, , p=-ox, ,

A i sa skladowymi ruchu (nieciagtosci predkosci) w punkcie J. Uwzgledniajac po-
wyzsze 1 wezesniejsze rozwazania, energi¢ dysypacji mozemy zapisa¢ w postaci:

1(x,0,.,10) =°7°(\/(>» —ap)’ = Ge-o) ]

oraz:

P(v)= [TI(y.0 1 )b(y)dy .
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PNCF/ANY Y
o
J _»
X z
-h 7

Rys.25. Przekroj i mechanizm obrotu blokéw
Fig.25. Section and rotation mechanism of block

W przypadku, kiedy b jest state (np. przekrdj prostokatny), otrzymujemy:
1) dlap#0im#0

2

b U
P(E):P((D,X,u)z—ci M—[suvh—uz +¢ arcsh u —uz} ,
®

u

A +oh A —mh
71/[2: 2

B H

gdziee =1 gdyu>0ie =—lgdypu<Oorazu, =

2) dlap#0io=0
P(O,k,u)zcobh(\/ﬁ e —x) :

3) gdyp=0
. jeslin < —\q h P(o,)0)=-2hc A ,

2
- josliAef h <) <[ P(m,x,O)zc‘)ﬁ[h—g} ,

. jesli M h <\ P(®,A0)=0 .

Mozna wykazaé, ze funkcja ta jest wszedzie okreslona i ciagta poza punktem (0,0,0),
gdzie pochodna A nie jest okreslona.

Praca sit zewngtrznych jest rowna:

P, = [(a(y):n)-v(»)b(y)dy .

—h
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h
zakladajac P, = j ~(o . (h—wy)+o 1)b(y)dy, bedzie P, = Mo— Nk - Ty,

—h

h h h
z: N=[o b(ydy ., T=[c by)dy i M[yo by)dy .
—h —h —h

Z tego wynika, ze konstrukcja z pewnoscia nie bedzie stata, jesli: P, > P(w,A,p), czyli
ze: Mo— NA —Tu> P(o,k,n). Oznacza to, ze rozktad naprezen o i T w przekroju S
nie odpowiada N, T, M i nie spehnia kryterium wytrzymatosciowego.

Rozpatrujac przypadek, gdy o> 0, to poniewaz P(w,\,u)jest funkcja jednorodna pier-
wszego stopnia, uzyskujemy:

(¢}

b
S () =S (w))

M —Ny, +Tx,>-
gdzie:
f(u)=euNl+u® +€arcshu—u" .

Ta nier6wno$¢ wyraza, ze konstrukcja jest z pewnoscia niestateczna, jezeli punkt w
ktorym wystepuja (M, N, T) znajduje si¢ w potprzestrzeni nie zawierajacej punktu (0,
0, 0), ograniczonej ptaszczyzna o rownaniu:

(e

b
072 (f(uy)~ f(u,)) -

M — Ny, +Tx, =- 4

Uzyskujemy w ten sposob zbidr przestrzeni o 2 parametrach, ktora zawiera powierz-
chnig¢ — obwiedni¢. Rownanie parametryczne tej powierzchni ma postaé:

* J1+u? = 1+u?
N :_xio(vz_vl): 2 Lo

1
4 2

N | o
<

), T Y

. v
" =—l¢glog—L ,
2 v,

2
M"z—xL u.v —uv—slov—1
8 271 12 g 4

v2
przy:
N N T T M XY
2,bh N, c,bh T, VR e
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Zakres obciazen (M, N, T), dla ktérych warunek konieczny statecznosci konstrukcji
jest spelniony w przekroju S, znajduje si¢ wewnatrz bryty ograniczonej przez te po-
wierzchnig, ktora posiada 3 ptaszczyzny symetrii, a mianowicie:

N"=05; M =0; T =0.

Wiemy, ze nie istnieja proste rownania algebraiczne, opisujace M, N, T, zblizone do
tej powierzchni. Analizujac mechanizmy, dla ktorych o lub i jest rowne zero, uzysku-
jemy przekroje tej powierzchni przez plaszczyzny M ™ =T =0, i tak otrzymujemy:

dla w=0elipse o rownaniu (N * —05)’ +025T* =025.
dlap=0 dwa tuki paraboli o rownaniach N" (N " —1) + ‘M : ‘ =0 rozpatrywane
miedzy punktami N* =0i N* =1.

Narys. 26 przedstawiono zakresy stateczno$ci potencjalnej dla przekroju w ptaszczy-
znie (N~ , M ™). Kiedy wytrzymato$¢ na $ciskanie ¢ | o zmierza do nieskonczonosci,
warunek konieczny statecznosci sprowadza si¢ do:

\M* <N* .

Proste M™ =+N" sa styczne w 0 z dwoma tukami paraboli. W koncu mozna powie-
dzie¢, ze dla wszelkiego obciazenia (M, N, T') spelniajacego warunek konieczny state-
cznos$ci mamy:

<0.

N'(N* —1)+‘M*

Rys.26 Zakresy potencjalnej statecznosci dla przekroju w ptaszczyznie (M*, N™)
Fig.26. Ranges of potential stability for the section in plane (M*, N*)

Przedstawiona powyzej na przyktadzie typowego sklepienia procedura na wzorach
ogo6lnych pokazuje jak mozna wykorzysta¢ wczesniej opisane hipotezy do praktycz-
nego obliczania konstrukcji mostowych.
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7. PODSUMOWANIE

Przedstawione rozwazania opieraja si¢ na analizach wielu teoretykdéw oraz maja swo-
je potwierdzenie w wynikach badan doswiadczalnych. Obliczanie zniszczenia (pgk-
nigcia) umozliwia stwierdzenie nietrwatosci obiektu, kiedy obciazenie jest na
zewnatrz zbioru obciazen potencjalnie przenoszonych lub kiedy wspoétczynnik pek-
nigcia jest mniejszy od jednosci.

Trwalo$¢ obiektu nie ogranicza si¢ do trwatosci sklepienia. Nalezatoby sprawdzi¢
trwato$¢ (statecznos¢) globalng obiektu, wlaczajac do tego podpory i fundamenty,
lecz w praktyce jest to rzecz bardzo trudna. Mozna jedynie analizowa¢ konstrukcje
przez obliczanie czgsci za czgscia.
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STRENGTH ANALYSIS OF MASONRY ARCH BRIDGES
Abstract

Masonry arch bridges form an integral part of the Polish road and railway infrastructure. They
are the oldest structure types in the bridge population with thousands still in service despite their
age and the significant changes in loading conditions since their construction. The design of
these structures was based on empirical rules and contemporary railway and road loads, which
has resulted in structures with an inherent ability to withstand greater loads and extreme
weathering conditions. Today many masonry arches carry a load that is radically different from
that which existed when they were constructed.

In order that European roads and railways may accommodate increased axle loads, speeds
and a greater volume of freight traffic, it is necessary to assess the load carrying capacity of
existing masonry arch bridges. Assessment of masonry arch bridges is difficult as there is little
knowledge or experience of the design of these structures to modern standards.

In addition, many masonry arches belong to the civil engineering heritage, and their substitution
or refurbishment requires careful consideration with maintenance strategies adopted to
promote solutions that preserve and restore these structures instead of their replacement. To
provide confidence in the assessment result, reliable input parameters for the calculations are
required. This paper gives suitable possibilities of the calculations methods for the assessment
of the load carrying capacity of existing masonry arch bridges. The masonry criterion, which
take its mechanical properties under consideration, are presented. The analysis was performed
on the basis of Coulomb strength criterion including isotropy and anisotropy of masonry
structure. The application of the limit load theory was discussed as well.

The practical issue of vaults stability determination methods are herein introduced. The
well-known, but modified, pressure center line method and stability analysis based on
destriction mechanism are presented. The use of destruction mechanism was exposed during
vault stability finding.
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