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DOBOR KRZYWEJ PRZEJSCIOWEJ
NA PODSTAWIE
KRYTERIUM DYNAMIKI RUCHU?

STRESZCZENIE. Praca zawiera rozwazania dotyczace doboru krzywych przejSciowych z
uwzglednieniem kryteriow, ktére majg zwigzek z warunkami dynamiki ruchu. W przypadkach,
gdy nie wchodzi w gre stosowanie odpowiednio dtugich krzywych przejsciowych, co
umozliwiatoby redukcje niekorzystnego oddziatywania sity odsrodkowej na uczestnikéw ruchu
przy duzych predkosciach lub relatywnie matych promieniach krzywizn, zasadne wydaje sie
stosowanie takich krzywych przejsciowych, ktére charakteryzowatyby sie optymalnym
rozktadem krzywizny z punktu widzenia warunkéw dynamiki ruchu. Kwestia optymalnego
rozktadu krzywizny wydaje sie otwarta. Moze to zaleze¢ od konkretnych potrzeb lub
ewentualnych ograniczeh swobody ksztattowania krzywoliniowych fragmentow tras
drogowych. W niniejszej pracy, jako kryteria doboru krzywych przejsciowych zaproponowano
minimalizacje sumarycznych wartosci przyspieszenia odsrodkowego lub chwilowych zmian
tego przy$pieszenia w ich obrebie. Wyprowadzono odpowiednie wzory pozwalajgce na
sprawng realizacje analitycznych lub numerycznych obliczen tych wartosci. Proponowane
kryteria zweryfikowano w odniesieniu do wybranych krzywych przejsciowych.

Y dr inz. — Wydziat Budownictwa i Inzynierii Srodowiska Politechniki Biatostockiej
? wyniki zaprezentowane w niniejszej pracy stanowia cze$é rezultatow otrzymanych przez autora
w ramach projektu badawczego Komitetu Badan Naukowych nr 9 T12 E 029 19
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1. WPROWADZENIE

W celu stopniowego wprowadzenia dziatania sity odsrodkowej na pojazd poru-
szajacy si¢ po tuku o okreslonym promieniu krzywizny sa stosowane tzw. krzywe
przejsciowe, ktorych zadaniem jest minimalizacja negatywnego oddzialywania sity
odsrodkowej przy naglej zmianie promienia krzywizny toru ruchu. Dotychczas o sto-
sowaniu krzywoliniowych elementéw geometrycznych w projektowaniu tras komu-
nikacyjnych, zaré6wno drogowych jak i kolejowych, decydowata gilownie ich
prostota i tatwos¢ wyznaczania w terenie. Obecne mozliwosci obliczeniowe i inne
przestanki pozwalaja na odejscie od takiego sposobu postepowania. Analiza literatu-
ry pozwala bowiem stwierdzi¢, ze rzadko sa podejmowane kwestie dotyczace opty-
malnej postaci tych krzywych. Jednym z mozliwych kryteriow oceny, bezposrednio
zwiazanym z zasadnicza rola przypisywana krzywym przejsciowym, sa wymagania
wynikajace z warunkéw dynamiki ruchu. Praca [ 1] dowodzi na przyktad, ze krzywe,
ktore najlepiej spetniaja wymagania stawiane krzywym przejsciowym do zastosowan
kolejowych, nie byly dotychczas stosowane w praktyce projektowania drog kolejo-
wych, gdzie — zuwagi na duze predkosci i masy pojazdoéw szynowych — wiasciwy do-
bor krzywych przejsciowych ma pierwszorzedne znaczenie z punktu widzenia
bezpieczenstwa ruchu oraz trwato$ci nawierzchni i zwigzanych z tym kosztow utrzy-
mania. Jest to argument uzasadniajacy potrzebg dalszego poszukiwania optymalnych
rozwiazan, ktorych stosowanie praktyczne nie stwarza obecnie zadnych problemow z
uwagi na komputeryzacj¢ projektowania.

Przy projektowaniu krzywych przejsciowych w drogownictwie, kryteria dynamiki ru-
chu maja mniejsze znaczenie, a o doborze krzywych decyduja rowniez inne kryteria.
Mniejsze znaczenie ma w tym przypadku ewentualny wplyw niewlasciwego
uksztattowania drogi w planie sytuacyjnym i profilu podluznym na trwalo$¢ na-
wierzchni drogowych, aczkolwiek problem ten z pewnos$cia wymaga odrgbnych ba-
dan. Ze wzgledu na mniejsze masy pojazdow, czynnikiem istotnym w $wietle
warunkow dynamiki ruchu jest potrzeba zapewnienia wlasciwego bezpieczenstwa i
komfortu jazdy poprzez minimalizacj¢ negatywnego oddziatywania sit bocznych na
uczestnikéw ruchu. Moze to by¢ szczegolnie istotne, jesli wzia¢ pod uwage dos¢ po-
wszechne przekraczanie dozwolonych predkosci w ruchu drogowym.

Zaréwno w przypadku tras kolejowych, jak i drogowych, destrukcyjny wptyw sity
odsrodkowej wynika z nadmiernych wielkosci niezrbwnowazonego przyspieszenia
dosrodkowego oraz szybkosci przyrostow tego przyspieszenia [2 - 4]. Istotne jest przy
tym, ze z wielko$ci niezrownowazonego przyspieszenia nie wynikaja zadne warunki
odnoszace si¢ do projektowania krzywych przejsciowych. W konteksécie warunkow
dynamiki ruchu, podstawg projektowania krzywych przejSciowych w drogownictwie
stanowi wylacznie szybko$¢ przyrostow przyspieszenia dosrodkowego, czyli — ina-
czej méwiac — chwilowe przyrosty przyspieszenia dosrodkowego, w kolejnictwie zas
wspomniane, chwilowe przyrosty przyspieszenia i zwigzana z tym predkos¢ podno-
szenia si¢ kota na rampie przechytkowej. W dotychczasowej praktyce projektowania
krzywych przejsciowych w budownictwie drogowym i kolejowym przyjelo sig ustala-
nie ich parametrow geometrycznych tak, aby nie zostaty przekroczone dopuszczalne
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warto$ci odpowiednich wskaznikow dynamicznych. Nie podwazajac stusznosci ta-
kiego podejscia, warto jednak pokusic si¢ o inne spojrzenie na rozwazany problem do-
boru krzywych przejsciowych. Niniejsza praca dotyczy nowego kryterium doboru
tych krzywych, ktore oparte jest na sumarycznej wartosci chwilowych przyrostow
przyspieszenia dosrodkowego lub sumarycznej wartosci tego przys$pieszenia w obrg-
bie catej krzywe;.

2. ROLA | ZADANIA KRZYWYCH PRZEJSCIOWYCH

Rozwazajac tor krzywoliniowy jako element przestrzenny, nalezy stwierdzi¢, ze w ru-
chu po tym torze sita F=ma dzialajaca na pojazd (traktowany jako punkt materialny
o masie m) w kierunku jego ruchu jest wypadkowa takich sit, jak sita napgdowa N, sila
tarcia 7, sila reakcji wigzow W i sita ciezkosci G [4]. Wektor przyspieszenia a okreslo-
ny znanym wzorem

d*r (1)
dr*

gdzie 7 jest opisujaca ruch funkcja wektorowa czasu ¢, lezy w plaszczyznie $cisle
stycznej do krzywej bedacej torem punktu i zgodnie z [4] wyraza sig zalezno$cia:

a=

-7 @)
dt
gdzie:
% — predkos$¢ ruchu,
k — krzywizna toru,
tin - odpowiednio wersor styczny i normalny gtéwny tréjécianu Freneta.

Z punktu widzenia dynamiki ruchu, decydujace znaczenie dla bezpieczenstwa i wy-
gody ruchu ma sktadowa przyspieszenia na kierunku normalnym, ktéra wynosi

a =vk 3)

n

i decyduje o warto$ci dziatajacej na pojazd i uczestnikow ruchu sity odsrodkowe;j,
ktora w przypadku punktu materialnego o masie m mozna wyrazi¢ jako:

v’ “

gdzie:

r - promien krzywizny toru.
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Jak wynika z powyzszego wzoru, przy bezposrednim przejsciu z kierunku prostoli-
niowego (nieskonczenie duza warto$¢ promienia ») w tuk o okreslonym promieniu
krzywizny nastgpuje naglte pojawienie si¢ sity odsrodkowej, co w przypadku duzej jej
wartosci (tym wigkszej, im wigksza masa pojazdu lub predkos¢ ruchu lub im mniejszy
promien krzywizny tuku) jest bardzo niekorzystne z punktu widzenia bezpieczenstwa
1 komfortu jazdy, jak réwniez z powodu jej niszczacego wpltywu na trwato$¢ kon-
strukcji 1 nawierzchni toru, po ktorym odbywa si¢ ruch pojazdu.

Potrzeba minimalizacji tych negatywnych zjawisk uzasadnia celowos$¢ stosowania
krzywych przejsciowych. Podstawowe warunki, jakim powinny odpowiadac krzywe
przejsciowe, to zerowanie si¢ krzywizny w punkcie poczatkowym i osiaganie przez
niag maksymalnej warto$ci w punkcie koncowym. Na catym odcinku krzywej przejs-
ciowej pomigdzy jej punktami skrajnymi zmiana krzywizny powinna by¢ ponadto
ciagla i monotoniczna.

Ze wzoru (3) wynika, ze chcac zapewni¢ nieprzekraczanie okreslonych, niekorzyst-
nych z punktu widzenia dynamiki ruchu warto$ci przy$pieszenia dosrodkowego, na-
lezy w przypadku przyjetej wartosci predkosci projektowej v ustali¢ odpowiedni
promien krzywizny toru. Przy$pieszenie normalne jest zatem pomocne przy ustalaniu
wymaganych promieni tukoéw, nie wptywa za$ na geometri¢ krzywej przejsciowe;,
ktorej zadaniem jest — jak wspomniano — tagodzenie negatywnych zjawisk wyni-
kajacych z naglego pojawienia sig sity odsrodkowe;.

U podloza tych negatywnych zjawisk leza natomiast zmiany przyspieszenia na kie-
runku normalnym. W celu okre$lenia zmian przyspieszenia a nalezy zr6zniczkowaé
wzgledem czasu ¢ rownanie (2). Zgodnie z [5], pochodna przy$pieszenia wyrazonego
roéwnaniem (2) wyraza wzor

13=(Z=[(Z;—v3k2]?+(3vj;k+v3cg;]ﬁ+v3sk5 , )
gdzie:
s — skrecenie (torsja) krzywej toru,
b — wersor binormalny trdj$cianu Freneta.

Z powyzszego wynika, ze sktadowa chwilowych zmian przyspieszenia na kierunku
normalnym do toru okresla wzor

D, :3vﬂk+v3% , (6)
dt dl
(! parametr naturalny, okreslajacy dtugos¢ tuku krzywoliniowego toru punktu), ktory
po przyjeciu oznaczenia a = 7‘) zapiszemy jako
t

D, :3vak+v3% . 7
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Przy statej predkosci ruchu pojazdu, czyli a =0, wzor (7) przyjmie postaé
—v ®)
dl

Jak wida¢, chwilowe przyrosty przys$pieszenia dosrodkowego zaleza — obok predko-

p,

$ci ruchu — od zmian krzywizny toru i W og6lnym przypadku, tzn. przy zmiennej

predkosci ruchu, na warto$ci chwilowych przyrostow przyspieszenia dosrodkowego
ma wptyw réwniez krzywizna toru.

Zadaniem krzywych przejsciowych jest tagodne wprowadzenie w krzywizng, tak aby
nie zostaly przekroczone dopuszczalne przyrosty przyspieszenia dosrodkowego.
Zgodnie z powyzszymi wzorami, zachowanie warunku dynamicznego w postaci nie-
przekraczania ustalonych, dopuszczalnych wartosci przyrostow przyspieszenia do-
srodkowego wymaga okreslenia dopuszczalnej predkosci zmian krzywizny

wzgledem dlugosci tuku, tzn. maksymalnej wartos$ci dl; Jest to bardzo istotny waru-

nek projektowania krzywych przejsciowych. Wartosci Cg; ksztattuja sie w rozny spo-

sob na poszczegolnych krzywych przejsciowych i zaleza migdzy innymi od
minimalnego promienia krzywizny na koncu krzywej oraz catkowitej dtugosci krzy-
wej przejsciowej. Nieprzekraczanie dopuszczalnych przyrostow przyspieszenia do-
srodkowego pozostaje w $cistym zwiazku z zachowaniem odpowiednich wartos$ci
krzywizny w poszczegdlnych punktach przejscia krzywoliniowego oraz predkosci jej
zmian. Chcac zapewni¢ nieprzekraczanie ustalonej, maksymalnej warto$ci przyrostu
przyspieszenia dosrodkowego, nalezy dla okreslonej warto$ci promienia wyznaczy¢
niezbedna dtugos¢ krzywe;j.

3. PROPONOWANE KRYTERIUM DOBORU
KRZYWYCH PRZEJSCIOWYCH

Jak juz wcze$niej wspomniano, zadaniem krzywych przej$ciowych jest zapewnienie
nieprzekraczania okreslonych, maksymalnych wartosci chwilowych przyrostow
przyspieszenia dosrodkowego. Nalezy przy tym stwierdzi¢, ze maksymalne wartosci
przyrostow przyspieszenia dosrodkowego, jakie wynikaja z przebiegu zmian krzywi-

zny, czyli wartosci o w obrgbie poszczegolnych krzywych, nie powinny by¢ jedy-
nym kryterium oceny tego, jakie krzywe sa najkorzystniejsze w §wietle warunkow
dynamicznych. Wynika to chociazby z faktu, ze polozenie maksimow d]; w obrebie

poszczegolnych krzywych jest bardzo rdézne. Dlatego wskazane jest nieco inne spoj-
rzenie na to zagadnienie. Warto bowiem zwrdci¢ uwage na rzeczywiste wartosci tych
przyrostow, kiedy ruch odbywa sig nie z okreslona predkoscia v , lecz z predkoscia
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od niej wigksza o Av. W tym przypadku, przy zatozeniu stalosci predkosci
v =v_ +Av, rzeczywiste wartosci przySpieszenia dosrodkowego nie wyniosa

a, =v§k , )
lecz
a, =(v, +Av)’k . (10)
Roznica przyspieszen wyniesie
Aa=a,6 —a, . (11)
Poniewaz jednak
(v, +Av)? :v2[1+2AV+AV2J, (12)
zatem warto$¢ Aa zapiszemy jako
Aa=v2[2Av+Av22 ]k . (13)
vo va
Z powyzszego wynika, ze
ﬂ=2ﬂ+m2 . (14)
a, v, v,

Natomiast w przypadku przyrostow przyspieszenia zamiast wartosci

3 dk (15)
=y — .
Po = dl
wystapia rzeczywiste przyrosty rowne
dk (16)
=(v_+Av)’ =,
p, =, +Av) 7
poniewaz
2 3 17
(v, +Av)* =v3| 14327 438V 38V (80
v v: v

o o o

Zatem roznica przyrostow przys$pieszenia
Ap=p,-p, (18)

wyniesie:
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2 3 19
Ap=vi| 3R 3V A \dk (1
v, vf vj dl
Z powyzszego wynika, ze
2 3
&23&4_3&/ +Av . (20)
I P

Jak wida¢, przekroczenie predkosci projektowej v o pewna warto$¢ Av wiaze si¢ z
pojawieniem si¢ dodatkowych warto$ci przy$pieszenia dosrodkowego oraz przyro-
stow tego przyspieszenia podczas ruchu po krzywej, tym wigkszych, im wigkszy jest
stosunek przyrostu predkosci Av do predkosci projektowej v . Warto$ci wyznaczone
na podstawie zaleznosci (14) oraz (20) dla r6znych wartosci v i Av zestawiono w ta-
blicach 1 oraz 2.

Tablica 1. Wartosci wzglednych zmian Aa/ a, [%]
Table 1. The values of the relative changes Aa/ a_ [%]

Predkosé v, [km/h] Przyrost predkosci Av [km/h]

1 2 5 10 15 20 25 30
30 6,8 13,8 | 36,1 | 77,8 | 125,0 | 177,8 | 236,1 | 300,0
40 5,1 10,2 | 26,6 | 56,3 | 89,1 | 1250 | 164,1 | 206,3
50 4,0 8,2 21,0 | 44,0 | 69,0 | 96,0 | 1250 | 156,0
60 3.4 6,8 17,4 | 36,1 56,3 77,8 | 100,7 | 125,0
70 29 5,8 148 | 30,6 | 474 | 653 | 842 104,1
80 2,5 5,1 12,9 | 26,6 | 41,0 | 56,3 | 723 89,1
90 2,2 4,5 11,4 | 23,5 | 36,1 49,4 | 633 77,8
100 2,0 4,0 10,2 | 21,0 | 32,2 | 44,0 | 56,3 69,0
110 1,8 3,7 9,3 19,0 | 29,1 39,7 | 50,6 62,0
120 1,7 3.4 8,5 17,4 | 26,6 | 36,1 | 46,0 56,3

Wskazuja one na duze znaczenie wskaznikow dynamicznych w postaci przyspiesze-
nia dosrodkowego oraz przyrostow tego przyspieszenia jako kryterium projektowania
krzywych przejsciowych 1 sktania do poszukiwania takich krzywych, ktore — przy
zatozeniu nieprzekraczania zatozonych maksymalnych warto$ci przyspieszenia do-
srodkowego — zapewniaja optymalny rozktad wspomnianych wskaznikow dynamicz-
nych na catej dlugosci krzywej. Jest uzasadnione, aby za najbardziej optymalne
krzywe w $wietle warunkow dynamiki ruchu przyjmowac takie krzywe, ktore charak-
teryzuje minimalna sumaryczna warto$¢ tych wskaznikow na catej dtugosci krzywe;.
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Tablica 2. Wartosci wzglednych zmian Ap / p, [%]
Table 2. The values of the relative changes Ap / p, [%]

Predkosé v, [kmvh] Przyrost predkosci Av [km/h]

1 2 5 10 15 20 25 30
30 10,3 21,4 58,8 | 137,0 | 237,5 | 363,0 | 516,2 | 700,0
40 7,7 15,8 424 | 953 | 160,0 | 237,5 | 329,1 | 4359
50 6,1 12,5 33,1 | 72,8 | 119,7 | 1744 | 237,5 | 4359
60 5,1 10,3 27,1 | 58,8 | 953 | 137,0 | 184,3 | 2375
70 4,3 8,8 23,0 | 493 79,0 | 112,5 | 150,0 | 191,5
80 3.8 7,7 199 | 424 | 675 95,3 | 126,1 160,0
90 34 6,8 17,6 | 37,2 | 58,8 82,6 | 108,6 137,0
100 3,0 6,1 15,8 | 33,1 52,1 72,8 | 953 119,6
110 2.8 5,6 143 | 29,8 | 46,7 65,1 84,9 106,2
120 2,5 5,1 13,0 | 27,1 42,4 58,8 | 76,4 95,3

Z uwagi na role przypisywana chwilowym przyrostom przyspieszenia dosrodkowego
w odniesieniu do krzywych przejsciowych, jako kryterium poréwnawcze krzywych
przej$ciowych oparte na warunkach dynamiki ruchu mozna przyjac¢ warto§¢ wyraze-
nia [6]:

r 21
P=[(p)dl, @)
0
przy czym wartos¢ p, jest opisana og6lnym wzorem (7).

Przyjmujac w ogoélnym przypadku, ze predkos¢ ruchu po krzywej nie jest stala i
biorac pod uwagg, ze wektor predkosci w ruchu krzywoliniowym jest skierowany
zgodnie ze styczna do toru, predko$¢ v mozemy okresli¢ jako

yodl (22)
dt
gdzie:
! — miara tukowa (parametr naturalny), ¢ — czas.

W og6lnym przypadku predkosc¢ i przys$pieszenie maja rozne kierunki w przestrzeni,
przy czym pochodna wzgledem czasu wartosci liczbowej predkosci jest sktadowa
styczna przyspieszenia [4]. Zgodnie z (2), sktadowa przyspieszenia na kierunku
stycznym do toru wynosi

dv
a =2 (23)
dt
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Przyjmujac, ze ruch odbywa si¢ ze statym przyspieszeniem a = Zv stycznym do toru
t

ruchu, aktualna predko$¢ — na podstawie znanych rownan mechaniki — mozna wyra-
zi¢ z pewnym przyblizeniem jako:

ve Vw2l @

gdzie:

v, — predkos¢ poczatkowa.
Jesli wartos¢ t¢ utozsami z predkoscia projektowa, to dla zatozonych wartosci przy-
spieszenia mozna wyznaczy¢ warto$¢ catki (21), okreslajacej wskaznik poréwnaw-
czy krzywych, majacy zwiazek z przekroczeniem tej predkosci projektowej. Po
wprowadzeniu oznaczen: A =3a [m/s],B=v j [m?/s%], C =2a[m/s] zalezno$é (7) opi-
sujaca przyrosty przyspieszenia na kierunku normalnym do toru przyjmie postac

p, =AB+CI)"*k+(B +c1)3/2‘;’; . (25)

Uwzgledniajac (25) w (21), ostatecznie otrzymamy

L L 2 26
P=A2.(|:(B+Cl)k2dl+2A.(|:(B+Cl)2( ‘2’;)41+j(3+c1)( Z)dl, (20

co zapiszemy jako:
P=P +P, +P

[ 27)
gdzie:

L L 28
P =A*B[Kdl+A*C[lk*dl (28)
0 0

P, =24B j( )dl+4ABcf:( dl;)dl+2AC J'l (k‘;’;jdl (29)

L 2 L (30)
P, :B3f dk dl+3Bzcj dk dl 3BC fl dk dl C fl k) ar
W\ al Vlal dl dl

Innym kryterium doboru krzywych przejsciowych optymalnych w §wietle warunkow
dynamiki ruchu moze by¢ wartos¢ catki [6]:
L 31
0=[(a, D
0

ktora odzwierciedla sumaryczna warto$¢ silty odsrodkowej dziatajacej na pojazd w
obrebie danej krzywej przejsciowe;.
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Stosujac przyjete oznaczenia (B =v?, C =2a), przySpieszenie dosrodkowe a, wyra-
zone wzorem (3) zapiszemy jako:

a, =(B+CDhk . (32)

Laczna warto$¢ sity odsrodkowej na krzywej przejsciowej bedzie wige zalezna od
warto$ci

r 33
Q:j(B +CN2k2dl (33)
0
skad wynika
L L L (34)
Q=Bsz2dl+2Bcjzk2d1+c2j12k2dl .
0 0 0
Elementami sktadowymi wyrazen (26) oraz (34) sa catki
’ 35
P =A'B[kdl (33)
0
L : 36
P,=B’| 4k ar (50
o\ dl
(37

L
0 =B [kl .
0

Odpowiadaja one kryteriom doboru tzw. krzywych przejsciowych proponowanym w
pracy [5]. Kryteria te, w przypadku istnienia kilku rozwiazan speliajacych te same
warunki geometryczne, miatyby stuzy¢ do wyboru sposréd nich rozwiazania przewi-
dzianego do realizacji. Zostaty one sformutowane jako:

L
(38)
F =[kdl,
0

o dkY (39)
F, =£(dlj dl .

Proponuje si¢ tam, aby catke (38) stosowac¢ jako kryterium sumarycznej warto$ci sity
odsrodkowej dziatajacej na pojazd na danym przejsciu krzywoliniowym, ktéra zgod-
nie ze wzorem (4) jest proporcjonalna do krzywizny toru pojazdu. Catka (39) miataby
za$ shuzy¢ jako kryterium dodatkowe. W przypadku doboru optymalnych krzywych
przej$ciowych opartego na sumarycznych warto$ciach przyspieszenia dosrodkowego
1 przyrostdw tego przyspieszenia, jak to przyjeto w ramach niniejszej pracy, wartosci
okreslone wzorami (38) i (39) odgrywalyby jednak nieco inna role.
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Sktadowa zalezna od wartosci catki (38), o ile wplywa na sumaryczng wartos¢ przy-
$pieszenia dosrodkowego zardwno przy stalej, jak i zmiennej predkosci ruchu, a przy
statej predkosci ma na nig nawet wytaczny wptyw, ktory wyraza si¢ wzorem (37), to
w odniesieniu do sumarycznej warto$ci chwilowych przyrostow przyspieszenia do-
srodkowego jej wplyw wystepuje jedynie przy zmiennej predkosci ruchu, co wynika
ze wzoru (28). Natomiast sktadowa zalezna od wartosci catki (39) ma wpltyw jedynie
na sumaryczng warto$¢ przyrostow przyspieszenia dosrodkowego, ktora — jak wynika
zrownania (30) — przy statej predkosci ruchu przybiera warto$¢ wyrazong rownaniem
(36).

Poszczegolne cztony P, P, 1P, wyrazenia (27), jak tez catka (34) daja sig stosunko-
wo prosto wyrazi¢ w przypadku krzywych okreslonych funkcja ich krzywizny. Jesli
mamy do czynienia np. z krzywymi danymi w postaci funkcji jawnej y = f(x), odpo-

wiednie wzory sa relatywnie duzo bardziej rozbudowane, co wynika ze sposobu wy-
razenia krzywizny, jak tez jej pochodnych fl]; W tym przypadku krzywizng opisuje

znany wzOr postaci

Kay=— 2 (40)
* (1+y/2)3/2

natomiast wartosc E wyrazimy zgodnie z zasadami geometrii rozniczkowej jako

dk _ di(x) dx (41)
dl dx dl’
przy czym:
dk(x) _y"+y"y"* =3yy"? (42)
dx (1 +y/2 )5/2
oraz
dx 1 43)

E - (1+y/2 )1/2 ’

W rezultacie otrzymujemy

ﬁ_yr//_l_yl/fylz _3yty//2 (44)
dl (1 +y 7”2 ) 3 :
W wyjatkowych przypadkach, tzn. przy zatozeniu matych katéw zwrotu stycznych w
punktach koncowych, mozliwe jest dla krzywych y = f'(x) upraszczajace przyjgcie
dk(x)

dx =7

k(x)=y” oraz
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co pozwoli zapisaé
p,=AB+Cx)"?y" +(B+Cx)"y” (45)
a,=(B+Cx)y” . (46)
Prowadzi to w rezultacie do catek

XK XK XK 47
P=4> f(B +CI(y")? dx +2A.|.(B +Cx)% y"y"dx + f|(B +Cx) (y")dx “7)
0 0 0

0=B* f(y”)2 dx +2BC J.x(y”)z dx +C* J.xz(y”)z dx . (48)
0 0 0
7 uwagi na postaci zaleznos$ci okreslajacych krzywizng oraz jej zmiany w przypadku
krzywych y = f'(x), przy wigkszych wartosciach katow zwrotu stycznych w punktach
koncowych takie uproszczenie nie jest mozliwe, w zwiazku z czym — ogolnie rzecz
biorac — wyznaczenie wartosci P i Q praktycznie bytoby mozliwe poprzez zastosowa-
nie calkowania numerycznego.

4. WERYFIKACJA KRYTERIUM NA PRZYKLADZIE KRZYWYCH
OKRESLONYCH FUNKCJA ICH KRZYWIZNY

Z uwagi na to, ze matematyczna posta¢ krzywych okreslonych funkcja ich krzywizny
jest w poréwnaniu z innymi krzywymi duzo wygodniejsza, gdy chodzi o analizy
zwiazane z rozktadem krzywizny, przeanalizujemy wartosci catek P i Q w odniesie-
niu do krzywych danych jako k = k(/). Zostang wzigte pod uwage nastepujace krzy-
we:

» klotoida

11 (49)
k=7

gdzie:

L - calkowita dlugos$¢ krzywej do koncowego punktu, w ktérym promien
krzywizny osiaga warto$¢ minimalng R

[ — odleglos¢ dowolnego punktu krzywej od jej poczatku mierzona wzdluz
tuku,

 krzywa Blossa [7], znana tez jako krzywa Goldnera [8]
2 3 50
k(1) = 1 3 !z -2 ! , (50)
R L L
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 krzywa przedstawiona przez Grabowskiego [9]

km_l{mm _15(1) +6m } D
R L L L

 tzw. krzywe hamowania [10]

YR (52)
k(l)—R(Lj ,

przy czym nalezy zauwazyc¢, ze przy n =1 powyzsze rownanie opisuje klotoide.

Wykorzystujac odpowiednie zaleznosci opisujace krzywizng tych krzywych oraz jej

przyrosty i na podstawie zalezno$ci (26) otrzymamy:

« klotoida (49)

1L 1
PP =A’B-—+4C——,
3R 4R
2
P —oap? L L aupct Lo oycr 1L ,
2 R? 3R? 4 R?
2
Pf¥ =B* b osprel gl Lo s L ,
R’L 2 R? 3R? 4 R?
 krzywa Blossa (50)
2
P1(5°) :A2BEL +A2Cgi ,
35R*? 7 R?
2
P =24B* P gapc L ypyc2 3 L
2R’ 35 R? 14 R?

2
P/SO) =B §L+332Cgi +3BC? Ei_i.(ﬁ 3L
5R’L 5R? 35 R? 14 R?

b

 krzywa Grabowskiego (51)
181 L .10 L*

PPV =4’B— =+ 4°C ,
462 R* 33 R?
2
PeY —248° 1 Ly aqpc B L oy B L
2 R? 924 R* 66 R’
2
pov =g 0 1 L apeedS 1 3230 L s S L

ur >

7 R°L 7 R? 77 R 2R
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+ krzywe hamowania (52)

2
p1<52> =AZBLL+A2C 1 ]; ,
2nl R? 2n+2 R?

2
n_Loogcr L

P =24B* LYY e
2R’

2n+1R? 2n+2F’
2 2 2 2
Py =g 1 g cf7+3 cr Lo Lo
2n—1R2L 2 R? 2n+1R> 2n+2 R?

Z kolei na podstawie zaleznosci (34) dla tych samych krzywych otrzymamy:
- klotoida (49)

2 3
Bl L oiopcll (o2 lL

(49) _
Q 3R 4 R? 5R?

+ krzywa Blossa (50)

b

Q(SO) 3213 L ZBC2 r o2 2 29 [
35R? 7R? 126 R*

B

 krzywa Grabowskiego (51)

2 3
ZEL +23c&i +C* = 314 L
462 R? 33 R? 1287 R?

b

Q(Sl) =B

+ krzywe hamowania (52)

2 3
Q‘52)=B271 Lo L 2 UL
2n+1R? 2n+2 R? 2n+3 R?

W tym miejscu zostang przedstawione wyniki numerycznej realizacji powyzszych za-
lezno$ci. W tablicy 3 zamieszczono warto$ci catek P wyznaczone dla r6znych wa-
riantow w zakresie predkosci, przyspieszenia oraz catkowitej dtugosci L krzywych i
minimalnego promienia krzywizny R. W tablicy 4 podano natomiast wartosci catek

0.

Zauwazmy, ze wartosci stosunku L/ R, dla ktérych przytoczono warto$ci odpowied-
nich catek w tablicach 3 i 4 odbiegaja od stosowanych w praktyce projektowania
krzywych przejsciowych w drogownictwie. W tym przypadku, autor jest jednak zda-
nia, ze obecnie — w zwiazku z upowszechnieniem komputerowych metod projektowa-
nia — zasadne jest odejscie od tradycyjnej roli przypisywanej krzywym przejsSciowym
i rozpatrywanie ich rowniez jako niezalezny element geometryczny, ktorego stosowa-
nie moze wynikac z potrzeby tatwiejszego dostosowania przebiegu trasy do ograni-

czen terenowych.
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Przytoczone zestawienia potwierdzaja przydatno$¢ przyjetych kryteriow doboru krzy-
wych przej$ciowych. Dzigki nim mozliwe jest uchwycenie r6znic pomigdzy poszcze-
golnymi krzywymi, ktore zalezg od okreslonego zestawu parametrow projektowych,
takich jak predko$¢ projektowa, przyspieszenie, promien krzywizny oraz kat zwrotu
stycznej do krzywej w koncowym punkcie krzywej. Jak wida¢, wartosci poszczegol-
nych catek generalnie sa tym wigksze, im wigksza jest predkos¢ ruchu, wskutek czego
takze roznice pomigdzy poszczegdlnymi krzywymi w zakresie sumarycznych warto-
$ci przyspieszenia dosrodkowego oraz przyrostow tego przyspieszenia rosng tym
szybciej, im wigksza jest predko$¢ ruchu. Nie jest to tendencja ogélna, czego
przyktadem sa wartosci uzyskane w przypadku przyspieszenia a =—1 m/s” oraz pred-
kosci v, = 60 km/h.

Istotne jest rowniez, ze kolejnos¢ poszczegodlnych krzywych okreslona na podstawie
wartosci catek P lub Q nie jest stata, co jest wyrazna wskazowka, ze — chcac dokonaé
wyboru krzywej optymalnej w Swietle przyjetych kryteriow opartych na warunkach
dynamiki ruchu — kazdorazowo niezbg¢dna jest odrebna analiza wchodzacych w gre
krzywych przejéciowych. Dowodza tego warto$ci catek odnoszace si¢ do a=—1 m/s’
oraz v,= 60 km/h. W tym przypadku np. klotoida, ktora generalnie wykazuje naj-
mniejsze wartosci catek P i1 Q, nie okazuje si¢ krzywa najkorzystniejsza.

Warto rowniez zauwazyc¢, ze nie zawsze wartosci catek rosng wraz ze wzrostem sto-
sunku dtugosci L do promienia R. Stad tez nalezy podkresli¢, ze wtasciwy dobor krzy-
wych najkorzystniejszych w $wietle warunkéw dynamiki ruchu wymaga kazdo-
razowo oparcia si¢ na odpowiadajacych im wartosciach catek P lub Q.
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5. WNIOSKI | UWAGI KONCOWE

Zawsze, jesli to jest istotne z punktu widzenia warunkoéw dynamiki ruchu, powinny
by¢ stosowane takie elementy geometryczne, ktore najpetniej tym warunkom odpo-
wiadaja. Proponowane kryteria moga by¢ pomocne w praktyce projektowej przy wy-
borze odpowiednich krzywych przejsciowych w sytuacjach, gdyby zachodzita
potrzeba uwzglgdnienia uwarunkowan, majacych zwiazek z warunkami dynamiki ru-
chu. Praktycznie, wymagatoby to wyznaczenia wchodzacych w gre wskaznikow po-
rownawczych dla konkretnego zestawu danych projektowych.

Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze proponowane kryteria doboru krzywych przejscio-
wych nalezatoby traktowac jako miarodajne jedynie w odniesieniu do danej klasy
krzywych. Jak wiadomo, odrgbna klase stanowia krzywe z gtadkim wykresem krzy-
wizny, ktore cechuje nie tylko ciagta zmiana krzywizny, lecz takze ciagto$¢ zmian
przyrostow krzywizny na catej dtugosci krzywej. Jest to istotne przy duzych predko-
$ciach ruchu po tukach o relatywnie matych promieniach. Z tego powodu, w praktyce
projektowej zasadne jest odrgbne rozpatrywanie krzywych nalezacych do réznych
klas rozwiazan.

Dlatego tez zestawienia tabelaryczne, przytoczone w niniejszej pracy, maja charakter
orientacyjny. Pokazuja one, ze w wielu przypadkach najkorzystniejsza krzywa jest
klotoida. Dajace si¢ odnotowac odstgpstwa od tego trendu nakazuja jednak, aby tego
spostrzezenia nie uogolnia¢ i w doborze najkorzystniejszej krzywej kazdorazowo
uwzglednia¢ jak najszerszy zbior wchodzacych w gre rozwiazan. Przeprowadzenie
odpowiednich obliczen dla branych pod uwage krzywych nie stwarza obecnie zad-
nych problemdw z uwagi na powszechnos¢ stosowania techniki komputerowej w pro-
cesie projektowania.
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SELECTION OF THE TRANSITION CURVE ON THE BASIS
OF DYNAMIC CRITERIA OF DRIVING

Abstract

The paper concernes the criteria of the selection of transition curves, connected with the dynamic
conditions of driving. If the use of long transition curves is not possible, it is appropriate to use
such transition curves, which are characterized by the optimal curvature distribution in the sense
dynamic conditions of driving. A question of the optimal curvature distribution seems to be
opened. It can be dependent on the needs or possible restrictions of the design process of
curvilinear route sections. For selection of transition curves the minimization of sum of the values
of fleeing acceleration or sum of the momentary changes of this acceleration is suggested. The
appropriate equations are provided enables a possibility for analytic or numeric computations.
The suggested criteria were examined in respect to selected transition curves.






