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STRESZCZENIE. Praca zawiera rozwa¿ania dotycz¹ce doboru krzywych przejœciowych z
uwzglêdnieniem kryteriów, które maj¹ zwi¹zek z warunkami dynamiki ruchu. W przypadkach,
gdy nie wchodzi w grê stosowanie odpowiednio d³ugich krzywych przejœciowych, co
umo¿liwia³oby redukcjê niekorzystnego oddzia³ywania si³y odœrodkowej na uczestników ruchu
przy du¿ych prêdkoœciach lub relatywnie ma³ych promieniach krzywizn, zasadne wydaje siê
stosowanie takich krzywych przejœciowych, które charakteryzowa³yby siê optymalnym
rozk³adem krzywizny z punktu widzenia warunków dynamiki ruchu. Kwestia optymalnego
rozk³adu krzywizny wydaje siê otwarta. Mo¿e to zale¿eæ od konkretnych potrzeb lub
ewentualnych ograniczeñ swobody kszta³towania krzywoliniowych fragmentów tras
drogowych. W niniejszej pracy, jako kryteria doboru krzywych przejœciowych zaproponowano
minimalizacjê sumarycznych wartoœci przyœpieszenia odœrodkowego lub chwilowych zmian
tego przyœpieszenia w ich obrêbie. Wyprowadzono odpowiednie wzory pozwalaj¹ce na
sprawn¹ realizacjê analitycznych lub numerycznych obliczeñ tych wartoœci. Proponowane
kryteria zweryfikowano w odniesieniu do wybranych krzywych przejœciowych.
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1. WPROWADZENIE

W celu stopniowego wprowadzenia dzia³ania si³y odœrodkowej na pojazd poru-
szaj¹cy siê po ³uku o okreœlonym promieniu krzywizny s¹ stosowane tzw. krzywe
przejœciowe, których zadaniem jest minimalizacja negatywnego oddzia³ywania si³y
odœrodkowej przy nag³ej zmianie promienia krzywizny toru ruchu. Dotychczas o sto-
sowaniu krzywoliniowych elementów geometrycznych w projektowaniu tras komu-
nikacyjnych, zarówno drogowych jak i kolejowych, decydowa³a g³ównie ich
prostota i ³atwoœæ wyznaczania w terenie. Obecne mo¿liwoœci obliczeniowe i inne
przes³anki pozwalaj¹ na odejœcie od takiego sposobu postêpowania. Analiza literatu-
ry pozwala bowiem stwierdziæ, ¿e rzadko s¹ podejmowane kwestie dotycz¹ce opty-
malnej postaci tych krzywych. Jednym z mo¿liwych kryteriów oceny, bezpoœrednio
zwi¹zanym z zasadnicz¹ rol¹ przypisywan¹ krzywym przejœciowym, s¹ wymagania
wynikaj¹ce z warunków dynamiki ruchu. Praca [1] dowodzi na przyk³ad, ¿e krzywe,
które najlepiej spe³niaj¹ wymagania stawiane krzywym przejœciowym do zastosowañ
kolejowych, nie by³y dotychczas stosowane w praktyce projektowania dróg kolejo-
wych, gdzie – z uwagi na du¿e prêdkoœci i masy pojazdów szynowych – w³aœciwy do-
bór krzywych przejœciowych ma pierwszorzêdne znaczenie z punktu widzenia
bezpieczeñstwa ruchu oraz trwa³oœci nawierzchni i zwi¹zanych z tym kosztów utrzy-
mania. Jest to argument uzasadniaj¹cy potrzebê dalszego poszukiwania optymalnych
rozwi¹zañ, których stosowanie praktyczne nie stwarza obecnie ¿adnych problemów z
uwagi na komputeryzacjê projektowania.

Przy projektowaniu krzywych przejœciowych w drogownictwie, kryteria dynamiki ru-
chu maj¹ mniejsze znaczenie, a o doborze krzywych decyduj¹ równie¿ inne kryteria.
Mniejsze znaczenie ma w tym przypadku ewentualny wp³yw niew³aœciwego
ukszta³towania drogi w planie sytuacyjnym i profilu pod³u¿nym na trwa³oœæ na-
wierzchni drogowych, aczkolwiek problem ten z pewnoœci¹ wymaga odrêbnych ba-
dañ. Ze wzglêdu na mniejsze masy pojazdów, czynnikiem istotnym w œwietle
warunków dynamiki ruchu jest potrzeba zapewnienia w³aœciwego bezpieczeñstwa i
komfortu jazdy poprzez minimalizacjê negatywnego oddzia³ywania si³ bocznych na
uczestników ruchu. Mo¿e to byæ szczególnie istotne, jeœli wzi¹æ pod uwagê doœæ po-
wszechne przekraczanie dozwolonych prêdkoœci w ruchu drogowym.

Zarówno w przypadku tras kolejowych, jak i drogowych, destrukcyjny wp³yw si³y
odœrodkowej wynika z nadmiernych wielkoœci niezrównowa¿onego przyœpieszenia
doœrodkowego oraz szybkoœci przyrostów tego przyœpieszenia [2 - 4]. Istotne jest przy
tym, ¿e z wielkoœci niezrównowa¿onego przyœpieszenia nie wynikaj¹ ¿adne warunki
odnosz¹ce siê do projektowania krzywych przejœciowych. W kontekœcie warunków
dynamiki ruchu, podstawê projektowania krzywych przejœciowych w drogownictwie
stanowi wy³¹cznie szybkoœæ przyrostów przyœpieszenia doœrodkowego, czyli – ina-
czej mówi¹c – chwilowe przyrosty przyœpieszenia doœrodkowego, w kolejnictwie zaœ
wspomniane, chwilowe przyrosty przyœpieszenia i zwi¹zana z tym prêdkoœæ podno-
szenia siê ko³a na rampie przechy³kowej. W dotychczasowej praktyce projektowania
krzywych przejœciowych w budownictwie drogowym i kolejowym przyjê³o siê ustala-
nie ich parametrów geometrycznych tak, aby nie zosta³y przekroczone dopuszczalne
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wartoœci odpowiednich wskaŸników dynamicznych. Nie podwa¿aj¹c s³usznoœci ta-
kiego podejœcia, warto jednak pokusiæ siê o inne spojrzenie na rozwa¿any problem do-
boru krzywych przejœciowych. Niniejsza praca dotyczy nowego kryterium doboru
tych krzywych, które oparte jest na sumarycznej wartoœci chwilowych przyrostów
przyœpieszenia doœrodkowego lub sumarycznej wartoœci tego przyœpieszenia w obrê-
bie ca³ej krzywej.

2. ROLA I ZADANIA KRZYWYCH PRZEJŒCIOWYCH

Rozwa¿aj¹c tor krzywoliniowy jako element przestrzenny, nale¿y stwierdziæ, ¿e w ru-
chu po tym torze si³a

�

�

F ma= dzia³aj¹ca na pojazd (traktowany jako punkt materialny
o masie m) w kierunku jego ruchu jest wypadkow¹ takich si³, jak si³a napêdowa

�

N , si³a
tarcia

�

T, si³a reakcji wiêzów
�

W i si³a ciê¿koœci
�

G [4]. Wektor przyœpieszenia
�

a okreœlo-
ny znanym wzorem

�

�

a
d r

dt
=

2

2
,

(1)

gdzie
�

r jest opisuj¹c¹ ruch funkcj¹ wektorow¹ czasu t, le¿y w p³aszczyŸnie œciœle
stycznej do krzywej bêd¹cej torem punktu i zgodnie z [4] wyra¿a siê zale¿noœci¹:

�

�

�
�

a
dv

dt
t v kn= + 2 , (2)

gdzie:

v – prêdkoœæ ruchu,

k – krzywizna toru,
�

t i
�

n – odpowiednio wersor styczny i normalny g³ówny trójœcianu Freneta.

Z punktu widzenia dynamiki ruchu, decyduj¹ce znaczenie dla bezpieczeñstwa i wy-
gody ruchu ma sk³adowa przyœpieszenia na kierunku normalnym, która wynosi

a v k
n
= 2 (3)

i decyduje o wartoœci dzia³aj¹cej na pojazd i uczestników ruchu si³y odœrodkowej,
któr¹ w przypadku punktu materialnego o masie m mo¿na wyraziæ jako:

F m
v

r
r
=

2

,
(4)

gdzie:

r – promieñ krzywizny toru.
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Jak wynika z powy¿szego wzoru, przy bezpoœrednim przejœciu z kierunku prostoli-
niowego (nieskoñczenie du¿a wartoœæ promienia r) w ³uk o okreœlonym promieniu
krzywizny nastêpuje nag³e pojawienie siê si³y odœrodkowej, co w przypadku du¿ej jej
wartoœci (tym wiêkszej, im wiêksza masa pojazdu lub prêdkoœæ ruchu lub im mniejszy
promieñ krzywizny ³uku) jest bardzo niekorzystne z punktu widzenia bezpieczeñstwa
i komfortu jazdy, jak równie¿ z powodu jej niszcz¹cego wp³ywu na trwa³oœæ kon-
strukcji i nawierzchni toru, po którym odbywa siê ruch pojazdu.

Potrzeba minimalizacji tych negatywnych zjawisk uzasadnia celowoœæ stosowania
krzywych przejœciowych. Podstawowe warunki, jakim powinny odpowiadaæ krzywe
przejœciowe, to zerowanie siê krzywizny w punkcie pocz¹tkowym i osi¹ganie przez
ni¹ maksymalnej wartoœci w punkcie koñcowym. Na ca³ym odcinku krzywej przejœ-
ciowej pomiêdzy jej punktami skrajnymi zmiana krzywizny powinna byæ ponadto
ci¹g³a i monotoniczna.

Ze wzoru (3) wynika, ¿e chc¹c zapewniæ nieprzekraczanie okreœlonych, niekorzyst-
nych z punktu widzenia dynamiki ruchu wartoœci przyœpieszenia doœrodkowego, na-
le¿y w przypadku przyjêtej wartoœci prêdkoœci projektowej v ustaliæ odpowiedni
promieñ krzywizny toru. Przyœpieszenie normalne jest zatem pomocne przy ustalaniu
wymaganych promieni ³uków, nie wp³ywa zaœ na geometriê krzywej przejœciowej,
której zadaniem jest – jak wspomniano – ³agodzenie negatywnych zjawisk wyni-
kaj¹cych z nag³ego pojawienia siê si³y odœrodkowej.

U pod³o¿a tych negatywnych zjawisk le¿¹ natomiast zmiany przyœpieszenia na kie-
runku normalnym. W celu okreœlenia zmian przyœpieszenia

�

a nale¿y zró¿niczkowaæ
wzglêdem czasu t równanie (2). Zgodnie z [5], pochodn¹ przyœpieszenia wyra¿onego
równaniem (2) wyra¿a wzór

�

�
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⎠
⎟ +

�

�

n v skb3 ,
(5)

gdzie:

s – skrêcenie (torsja) krzywej toru,
�

b – wersor binormalny trójœcianu Freneta.

Z powy¿szego wynika, ¿e sk³adow¹ chwilowych zmian przyœpieszenia na kierunku
normalnym do toru okreœla wzór

p v
dv

dt
k v

dk

dl
n
= +3 3 , (6)

(l parametr naturalny, okreœlaj¹cy d³ugoœæ ³uku krzywoliniowego toru punktu), który

po przyjêciu oznaczenia a
dv

dt
= zapiszemy jako

p vak v
dk

dl
n
= +3 3 . (7)
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Przy sta³ej prêdkoœci ruchu pojazdu, czyli a =0, wzór (7) przyjmie postaæ

p v
dk

dl
n
= 3 . (8)

Jak widaæ, chwilowe przyrosty przyœpieszenia doœrodkowego zale¿¹ – obok prêdko-

œci ruchu – od zmian krzywizny toru
dk

dl
. W ogólnym przypadku, tzn. przy zmiennej

prêdkoœci ruchu, na wartoœci chwilowych przyrostów przyœpieszenia doœrodkowego
ma wp³yw równie¿ krzywizna toru.

Zadaniem krzywych przejœciowych jest ³agodne wprowadzenie w krzywiznê, tak aby
nie zosta³y przekroczone dopuszczalne przyrosty przyœpieszenia doœrodkowego.
Zgodnie z powy¿szymi wzorami, zachowanie warunku dynamicznego w postaci nie-
przekraczania ustalonych, dopuszczalnych wartoœci przyrostów przyœpieszenia do-
œrodkowego wymaga okreœlenia dopuszczalnej prêdkoœci zmian krzywizny

wzglêdem d³ugoœci ³uku, tzn. maksymalnej wartoœci
dk

dl
. Jest to bardzo istotny waru-

nek projektowania krzywych przejœciowych. Wartoœci
dk

dl
kszta³tuj¹ siê w ró¿ny spo-

sób na poszczególnych krzywych przejœciowych i zale¿¹ miêdzy innymi od
minimalnego promienia krzywizny na koñcu krzywej oraz ca³kowitej d³ugoœci krzy-
wej przejœciowej. Nieprzekraczanie dopuszczalnych przyrostów przyœpieszenia do-
œrodkowego pozostaje w œcis³ym zwi¹zku z zachowaniem odpowiednich wartoœci
krzywizny w poszczególnych punktach przejœcia krzywoliniowego oraz prêdkoœci jej
zmian. Chc¹c zapewniæ nieprzekraczanie ustalonej, maksymalnej wartoœci przyrostu
przyœpieszenia doœrodkowego, nale¿y dla okreœlonej wartoœci promienia wyznaczyæ
niezbêdn¹ d³ugoœæ krzywej.

3. PROPONOWANE KRYTERIUM DOBORU
KRZYWYCH PRZEJŒCIOWYCH

Jak ju¿ wczeœniej wspomniano, zadaniem krzywych przejœciowych jest zapewnienie
nieprzekraczania okreœlonych, maksymalnych wartoœci chwilowych przyrostów
przyœpieszenia doœrodkowego. Nale¿y przy tym stwierdziæ, ¿e maksymalne wartoœci
przyrostów przyœpieszenia doœrodkowego, jakie wynikaj¹ z przebiegu zmian krzywi-

zny, czyli wartoœci
dk

dl
, w obrêbie poszczególnych krzywych, nie powinny byæ jedy-

nym kryterium oceny tego, jakie krzywe s¹ najkorzystniejsze w œwietle warunków

dynamicznych. Wynika to chocia¿by z faktu, ¿e po³o¿enie maksimów
dk

dl
w obrêbie

poszczególnych krzywych jest bardzo ró¿ne. Dlatego wskazane jest nieco inne spoj-
rzenie na to zagadnienie. Warto bowiem zwróciæ uwagê na rzeczywiste wartoœci tych
przyrostów, kiedy ruch odbywa siê nie z okreœlon¹ prêdkoœci¹ v

o
, lecz z prêdkoœci¹
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od niej wiêksz¹ o Δv. W tym przypadku, przy za³o¿eniu sta³oœci prêdkoœci
v v v

o
= + Δ , rzeczywiste wartoœci przyœpieszenia doœrodkowego nie wynios¹

a v k
o o
= 2 , (9)

lecz

a v v k
n o
= +( )Δ 2 . (10)

Ró¿nica przyœpieszeñ wyniesie

Δa a a
n o

= − . (11)

Poniewa¿ jednak

( )v v v
v

v

v

v
o o

o o

+ = + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟Δ Δ Δ2 2

2

2
1 2 ,

(12)

zatem wartoœæ Δa zapiszemy jako

Δ Δ Δ
a v

v

v

v

v
k

o

o o

= +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2
2

2
2 .

(13)

Z powy¿szego wynika, ¿e

Δ Δ Δa

a

v

v

v

vo o o

= +2
2

2
.

(14)

Natomiast w przypadku przyrostów przyœpieszenia zamiast wartoœci

p v
dk

dl
o o
= 3 , (15)

wyst¹pi¹ rzeczywiste przyrosty równe

p v v
dk

dl
n o
= +( )Δ 3 , (16)

poniewa¿

( )v v v
v

v

v

v

v

v
o o

o o o

+ = + + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟Δ Δ Δ Δ3 3

2

2

3

3
1 3 3 3 .

(17)

Zatem ró¿nica przyrostów przyœpieszenia

Δp p p
n o

= − (18)

wyniesie:
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Δ Δ Δ Δ
p v

v

v

v

v

v

v

dk

dl
o

o o o

= + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

3
2

2

3

3
3 3 .

(19)

Z powy¿szego wynika, ¿e

Δ Δ Δ Δp

p

v

v

v

v

v

vo o o o

= + +3 3
2

2

3

3
.

(20)

Jak widaæ, przekroczenie prêdkoœci projektowej v
o
o pewn¹ wartoœæ Δv wi¹¿e siê z

pojawieniem siê dodatkowych wartoœci przyœpieszenia doœrodkowego oraz przyro-
stów tego przyœpieszenia podczas ruchu po krzywej, tym wiêkszych, im wiêkszy jest
stosunek przyrostu prêdkoœci Δv do prêdkoœci projektowej v

o
. Wartoœci wyznaczone

na podstawie zale¿noœci (14) oraz (20) dla ró¿nych wartoœci v
o

i Δv zestawiono w ta-
blicach 1 oraz 2.

Tablica 1. Wartoœci wzglêdnych zmian Δa a
o

/ [%]
Table 1. The values of the relative changes Δa a

o
/ [%]

Prêdkoœæ v
o

[km/h]
Przyrost prêdkoœci Δv [km/h]

1 2 5 10 15 20 25 30

30 6,8 13,8 36,1 77,8 125,0 177,8 236,1 300,0

40 5,1 10,2 26,6 56,3 89,1 125,0 164,1 206,3

50 4,0 8,2 21,0 44,0 69,0 96,0 125,0 156,0

60 3,4 6,8 17,4 36,1 56,3 77,8 100,7 125,0

70 2,9 5,8 14,8 30,6 47,4 65,3 84,2 104,1

80 2,5 5,1 12,9 26,6 41,0 56,3 72,3 89,1

90 2,2 4,5 11,4 23,5 36,1 49,4 63,3 77,8

100 2,0 4,0 10,2 21,0 32,2 44,0 56,3 69,0

110 1,8 3,7 9,3 19,0 29,1 39,7 50,6 62,0

120 1,7 3,4 8,5 17,4 26,6 36,1 46,0 56,3

Wskazuj¹ one na du¿e znaczenie wskaŸników dynamicznych w postaci przyœpiesze-
nia doœrodkowego oraz przyrostów tego przyœpieszenia jako kryterium projektowania
krzywych przejœciowych i sk³ania do poszukiwania takich krzywych, które – przy
za³o¿eniu nieprzekraczania za³o¿onych maksymalnych wartoœci przyœpieszenia do-
œrodkowego – zapewniaj¹ optymalny rozk³ad wspomnianych wskaŸników dynamicz-
nych na ca³ej d³ugoœci krzywej. Jest uzasadnione, aby za najbardziej optymalne
krzywe w œwietle warunków dynamiki ruchu przyjmowaæ takie krzywe, które charak-
teryzuje minimalna sumaryczna wartoœæ tych wskaŸników na ca³ej d³ugoœci krzywej.
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Tablica 2. Wartoœci wzglêdnych zmian Δp p
o

/ [%]
Table 2. The values of the relative changes Δp p

o
/ [%]

Prêdkoœæ v
o

[km/h]
Przyrost prêdkoœci Δv [km/h]

1 2 5 10 15 20 25 30

30 10,3 21,4 58,8 137,0 237,5 363,0 516,2 700,0

40 7,7 15,8 42,4 95,3 160,0 237,5 329,1 435,9

50 6,1 12,5 33,1 72,8 119,7 174,4 237,5 435,9

60 5,1 10,3 27,1 58,8 95,3 137,0 184,3 237,5

70 4,3 8,8 23,0 49,3 79,0 112,5 150,0 191,5

80 3,8 7,7 19,9 42,4 67,5 95,3 126,1 160,0

90 3,4 6,8 17,6 37,2 58,8 82,6 108,6 137,0

100 3,0 6,1 15,8 33,1 52,1 72,8 95,3 119,6

110 2,8 5,6 14,3 29,8 46,7 65,1 84,9 106,2

120 2,5 5,1 13,0 27,1 42,4 58,8 76,4 95,3

Z uwagi na rolê przypisywan¹ chwilowym przyrostom przyœpieszenia doœrodkowego
w odniesieniu do krzywych przejœciowych, jako kryterium porównawcze krzywych
przejœciowych oparte na warunkach dynamiki ruchu mo¿na przyj¹æ wartoœæ wyra¿e-
nia [6]:

P p dl
n

L

= ∫ ( )2

0

,
(21)

przy czym wartoœæ p
n

jest opisana ogólnym wzorem (7).

Przyjmuj¹c w ogólnym przypadku, ¿e prêdkoœæ ruchu po krzywej nie jest sta³a i
bior¹c pod uwagê, ¿e wektor prêdkoœci w ruchu krzywoliniowym jest skierowany
zgodnie ze styczn¹ do toru, prêdkoœæ v mo¿emy okreœliæ jako

v
dl

dt
= , (22)

gdzie:

l – miara ³ukowa (parametr naturalny), t – czas.

W ogólnym przypadku prêdkoœæ i przyœpieszenie maj¹ ró¿ne kierunki w przestrzeni,
przy czym pochodna wzglêdem czasu wartoœci liczbowej prêdkoœci jest sk³adow¹
styczn¹ przyœpieszenia [4]. Zgodnie z (2), sk³adowa przyœpieszenia na kierunku
stycznym do toru wynosi

a
dv

dt
t
= . (23)
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Przyjmuj¹c, ¿e ruch odbywa siê ze sta³ym przyspieszeniem a
dv

dt
= stycznym do toru

ruchu, aktualn¹ prêdkoœæ – na podstawie znanych równañ mechaniki – mo¿na wyra-
ziæ z pewnym przybli¿eniem jako:

v v al
o

= +2 2 , (24)

gdzie:

v
o

– prêdkoœæ pocz¹tkowa.

Jeœli wartoœæ tê uto¿sami z prêdkoœci¹ projektow¹, to dla za³o¿onych wartoœci przy-
spieszenia mo¿na wyznaczyæ wartoœæ ca³ki (21), okreœlaj¹cej wskaŸnik porównaw-
czy krzywych, maj¹cy zwi¹zek z przekroczeniem tej prêdkoœci projektowej. Po
wprowadzeniu oznaczeñ: A a=3 [m/s], B v

o
= 2 [m2/s2],C a=2 [m/s] zale¿noœæ (7) opi-

suj¹ca przyrosty przyœpieszenia na kierunku normalnym do toru przyjmie postaæ

p A B Cl k B Cl
dk

dl
n
= + + +( ) ( )/ /1 2 3 2 . (25)

Uwzglêdniaj¹c (25) w (21), ostatecznie otrzymamy

P A B Cl k dl A B Cl k
dk

dl
dl B Cl

L L

= + + + ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + +∫ ∫2 2

0

2

0

2( ) ( ) ( )3

0

2
dk

dl
dl

L ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫ ,

(26)

co zapiszemy jako:

P P P P
I II III

= + + , (27)

gdzie:

P A B k dl A C lk dl
I

LL

= + ∫∫2 2 2 2

00

,
(28)

P AB k
dk

dl
dl ABC l k

dk

dl
dl AC

II

L L

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +∫ ∫2 4 22

0 0

2 2

0

l k
dk

dl
dl

L ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫

(29)

P B
dk

dl
dl B C l

dk

dl
dl BC l

d
III

L

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +∫3

0

2

2
2

2 23 3
k

dl
dl C l

dk

dl
dl

L LL ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫ ∫∫

2

0

3 3

00

2

.
(30)

Innym kryterium doboru krzywych przejœciowych optymalnych w œwietle warunków
dynamiki ruchu mo¿e byæ wartoœæ ca³ki [6]:

Q a dl
n

L

= ∫ ( )2

0

,
(31)

która odzwierciedla sumaryczn¹ wartoœæ si³y odœrodkowej dzia³aj¹cej na pojazd w
obrêbie danej krzywej przejœciowej.
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Stosuj¹c przyjête oznaczenia (B v
o

= 2 , C a=2 ), przyœpieszenie doœrodkowe a
n

wyra-

¿one wzorem (3) zapiszemy jako:

a B Cl k
n
= +( ) . (32)

£¹czna wartoœæ si³y odœrodkowej na krzywej przejœciowej bêdzie wiêc zale¿na od
wartoœci

Q B Cl k dl
L

= +∫ ( )2 2

0

,
(33)

sk¹d wynika

Q B k dl BC lk dl C l k dl
L LL

= + +∫ ∫∫2 2

0

2 2 2 2

00

2 .
(34)

Elementami sk³adowymi wyra¿eñ (26) oraz (34) s¹ ca³ki

P A B k dl
L

1
2 2

0

= ∫ ,
(35)

P B
dk

dl
dl

L

2
3

2

0

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫ ,

(36)

Q B k dl
L

1
2 2

0

= ∫ .
(37)

Odpowiadaj¹ one kryteriom doboru tzw. krzywych przejœciowych proponowanym w
pracy [5]. Kryteria te, w przypadku istnienia kilku rozwi¹zañ spe³niaj¹cych te same
warunki geometryczne, mia³yby s³u¿yæ do wyboru spoœród nich rozwi¹zania przewi-
dzianego do realizacji. Zosta³y one sformu³owane jako:

F k dl
L

1
2

0

= ∫ ,
(38)

F
dk

dl
dl

L

2

2

0

= ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫ .

(39)

Proponuje siê tam, aby ca³kê (38) stosowaæ jako kryterium sumarycznej wartoœci si³y
odœrodkowej dzia³aj¹cej na pojazd na danym przejœciu krzywoliniowym, która zgod-
nie ze wzorem (4) jest proporcjonalna do krzywizny toru pojazdu. Ca³ka (39) mia³aby
zaœ s³u¿yæ jako kryterium dodatkowe. W przypadku doboru optymalnych krzywych
przejœciowych opartego na sumarycznych wartoœciach przyœpieszenia doœrodkowego
i przyrostów tego przyœpieszenia, jak to przyjêto w ramach niniejszej pracy, wartoœci
okreœlone wzorami (38) i (39) odgrywa³yby jednak nieco inn¹ rolê.
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Sk³adowa zale¿na od wartoœci ca³ki (38), o ile wp³ywa na sumaryczn¹ wartoœæ przy-
œpieszenia doœrodkowego zarówno przy sta³ej, jak i zmiennej prêdkoœci ruchu, a przy
sta³ej prêdkoœci ma na ni¹ nawet wy³¹czny wp³yw, który wyra¿a siê wzorem (37), to
w odniesieniu do sumarycznej wartoœci chwilowych przyrostów przyœpieszenia do-
œrodkowego jej wp³yw wystêpuje jedynie przy zmiennej prêdkoœci ruchu, co wynika
ze wzoru (28). Natomiast sk³adowa zale¿na od wartoœci ca³ki (39) ma wp³yw jedynie
na sumaryczn¹ wartoœæ przyrostów przyœpieszenia doœrodkowego, która – jak wynika
z równania (30) – przy sta³ej prêdkoœci ruchu przybiera wartoœæ wyra¿on¹ równaniem
(36).

Poszczególne cz³ony P
I
, P

II
i P

III
wyra¿enia (27), jak te¿ ca³ka (34) daj¹ siê stosunko-

wo prosto wyraziæ w przypadku krzywych okreœlonych funkcj¹ ich krzywizny. Jeœli
mamy do czynienia np. z krzywymi danymi w postaci funkcji jawnej y f x= ( ), odpo-
wiednie wzory s¹ relatywnie du¿o bardziej rozbudowane, co wynika ze sposobu wy-

ra¿enia krzywizny, jak te¿ jej pochodnych
dk

dl
. W tym przypadku krzywiznê opisuje

znany wzór postaci

k x
y

y
( )

( ) /
= ′′

+ ′1 2 3 2
, (40)

natomiast wartoœæ
dk

dl
wyrazimy zgodnie z zasadami geometrii ró¿niczkowej jako

dk

dl

dk x

dx

dx

dl
= ( )

, (41)

przy czym:

dk x

dx

y y y y y

y

( )

( ) /
= ′′′ + ′′′ ′ − ′ ′′

+ ′

2 2

2 5 2

3

1

(42)

oraz

dx

dl y
=

+ ′
1

1 2 1 2( ) /
. (43)

W rezultacie otrzymujemy

dk

dl

y y y y y

y
= ′′′ + ′′′ ′ − ′ ′′

+ ′

2 2

2 3

3

1( )
.

(44)

W wyj¹tkowych przypadkach, tzn. przy za³o¿eniu ma³ych k¹tów zwrotu stycznych w
punktach koñcowych, mo¿liwe jest dla krzywych y f x= ( ) upraszczaj¹ce przyjêcie

k x y( ) ≅ ′′ oraz
dk x

dx
y

( ) ≅ ′′′ ,
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co pozwoli zapisaæ

p A B Cx y B Cx y
n
≅ + ′′ + + ′′′( ) ( )/ /1 2 3 2 , (45)

a B Cx y
n
≅ + ′′( ) . (46)

Prowadzi to w rezultacie do ca³ek

P A B Cl y dx A B Cx y y dx B Cx

xK

= + ′′ + + ′′ ′′′ + +∫2 2

0

2 32( )( ) ( ) |( ) ( )′′′∫∫ y dx

xx KK

2

00

,
(47)

Q B y dx BC x y dx C x y dx

x xxK KK

= ′′ + ′′ + ′′∫ ∫∫2 2

0

2 2 2 2

00

2( ) ( ) ( ) .
(48)

Z uwagi na postaci zale¿noœci okreœlaj¹cych krzywiznê oraz jej zmiany w przypadku
krzywych y f x= ( ), przy wiêkszych wartoœciach k¹tów zwrotu stycznych w punktach
koñcowych takie uproszczenie nie jest mo¿liwe, w zwi¹zku z czym – ogólnie rzecz
bior¹c – wyznaczenie wartoœci P i Q praktycznie by³oby mo¿liwe poprzez zastosowa-
nie ca³kowania numerycznego.

4. WERYFIKACJA KRYTERIUM NA PRZYK£ADZIE KRZYWYCH
OKREŒLONYCH FUNKCJ¥ ICH KRZYWIZNY

Z uwagi na to, ¿e matematyczna postaæ krzywych okreœlonych funkcj¹ ich krzywizny
jest w porównaniu z innymi krzywymi du¿o wygodniejsza, gdy chodzi o analizy
zwi¹zane z rozk³adem krzywizny, przeanalizujemy wartoœci ca³ek P i Q w odniesie-
niu do krzywych danych jako k k l= ( ). Zostan¹ wziête pod uwagê nastêpuj¹ce krzy-
we:

• klotoida

k l
R

l

L
( ) = 1

, (49)

gdzie:

L – ca³kowita d³ugoœæ krzywej do koñcowego punktu, w którym promieñ
krzywizny osi¹ga wartoœæ minimaln¹ R

l – odleg³oœæ dowolnego punktu krzywej od jej pocz¹tku mierzona wzd³u¿
³uku,

• krzywa Blossa [7], znana te¿ jako krzywa Göldnera [8]

k l
R

l

L

l

L
( ) = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

1
3 2

2 3

,
(50)
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• krzywa przedstawiona przez Grabowskiego [9]

k l
R

l

L

l

L

l

L
( ) = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦

1
10 15 6

3 4 5

⎥
⎥

,
(51)

• tzw. krzywe hamowania [10]

k l
R

l

L

n

( ) = ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1
,

(52)

przy czym nale¿y zauwa¿yæ, ¿e przy n =1 powy¿sze równanie opisuje klotoidê.

Wykorzystuj¹c odpowiednie zale¿noœci opisuj¹ce krzywiznê tych krzywych oraz jej

przyrosty
dk

dl
, na podstawie zale¿noœci (26) otrzymamy:

• klotoida (49)

P A B
L

R
A C

L

R
I

( )49 2

2

2
2

2

1

3

1

4
= + ,

P AB
R

ABC
L

R
AC

L

R
II

( )49 2

2 2

2
2

2
2

1

2

1
4

1

3
2

1

4
= + + ,

P B
R L

B C
R

BC
L

R
C

L

R
III

( )49 3

2

2

2

2

2

3
2

2

1
3

1

2

1
3

1

3

1

4
= + + + ,

• krzywa Blossa (50)

P A B
L

R
A C

L

R
I

( )50 2

2

2
2

2

13

35

2

7
= + ,

P AB
R

ABC
L

R
AC

L

R
II

( )50 2

2 2

2
2

2
2

1

2

1
4

11

35
2

3

14
= + + ,

P B
R L

B C
R

BC
L

R
C

L

R
III

( )50 3

2

2

2

2

2

3
2

2

6

5

1
3

3

5

1
3

12

35

3

14
= + + + ,

• krzywa Grabowskiego (51)

P A B
L

R
A C

L

R
I

( )51 2

2

2
2

2

181

462

10

33
= + ,

P AB
R

ABC
L

R
AC

L

R
II

( )51 2

2 2

2
2

2
2

1

2

1
4

281

924
2

13

66
= + + ,

P B
R L

B C
R

BC
L

R
C

L

R
III

( )51 3

2

2

2

2

2

3
2

2

10

7

1
3

5

7

1
3

30

77

5

22
= + + + ,
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• krzywe hamowania (52)

P A B
n

L

R
A C

n

L

R
I

( )52 2

2

2
2

2

1

2 1

1

2 2
= +

+
,

P AB
R

ABC
n

n

L

R
AC

n

n

L

R
II

( )52 2

2 2

2
2

2
2

1

2

1
4

2 1
2

2 2
= +

+
+

+
,

P B
n

n R L
B C

n

R
BC

n

n

L

R
C

n
III

( )52 3
2

2

2

2

2
2

2

3
2

2 1

1
3

2

1
3

2 1
=

−
+ +

+
+

2 2

2

2n

L

R+
.

Z kolei na podstawie zale¿noœci (34) dla tych samych krzywych otrzymamy:
• klotoida (49)

Q B
L

R
BC

L

R
C

L

R

( )49 2

2

2

2

2
3

2

1

3
2

1

4

1

5
= + + ,

• krzywa Blossa (50)

Q B
L

R
BC

L

R
C

L

R

( )50 2

2

2

2

2
3

2

13

35
2

2

7

29

126
= + + ,

• krzywa Grabowskiego (51)

Q B
L

R
BC

L

R
C

L

R

( )51 2

2

2

2

2
3

2

181

462
2

10

33

314

1287
= + + ,

• krzywe hamowania (52)

Q B
n

L

R
BC

n

L

R
C

n

L

R

( )52 2

2

2

2

2
3

2

1

2 1
2

1

2 2

1

2 3
=

+
+

+
+

+
.

W tym miejscu zostan¹ przedstawione wyniki numerycznej realizacji powy¿szych za-
le¿noœci. W tablicy 3 zamieszczono wartoœci ca³ek P wyznaczone dla ró¿nych wa-
riantów w zakresie prêdkoœci, przyœpieszenia oraz ca³kowitej d³ugoœci L krzywych i
minimalnego promienia krzywizny R. W tablicy 4 podano natomiast wartoœci ca³ek
Q.

Zauwa¿my, ¿e wartoœci stosunku L R/ , dla których przytoczono wartoœci odpowied-
nich ca³ek w tablicach 3 i 4 odbiegaj¹ od stosowanych w praktyce projektowania
krzywych przejœciowych w drogownictwie. W tym przypadku, autor jest jednak zda-
nia, ¿e obecnie – w zwi¹zku z upowszechnieniem komputerowych metod projektowa-
nia – zasadne jest odejœcie od tradycyjnej roli przypisywanej krzywym przejœciowym
i rozpatrywanie ich równie¿ jako niezale¿ny element geometryczny, którego stosowa-
nie mo¿e wynikaæ z potrzeby ³atwiejszego dostosowania przebiegu trasy do ograni-
czeñ terenowych.
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Przytoczone zestawienia potwierdzaj¹ przydatnoœæ przyjêtych kryteriów doboru krzy-
wych przejœciowych. Dziêki nim mo¿liwe jest uchwycenie ró¿nic pomiêdzy poszcze-
gólnymi krzywymi, które zale¿¹ od okreœlonego zestawu parametrów projektowych,
takich jak prêdkoœæ projektowa, przyœpieszenie, promieñ krzywizny oraz k¹t zwrotu
stycznej do krzywej w koñcowym punkcie krzywej. Jak widaæ, wartoœci poszczegól-
nych ca³ek generalnie s¹ tym wiêksze, im wiêksza jest prêdkoœæ ruchu, wskutek czego
tak¿e ró¿nice pomiêdzy poszczególnymi krzywymi w zakresie sumarycznych warto-
œci przyœpieszenia doœrodkowego oraz przyrostów tego przyœpieszenia rosn¹ tym
szybciej, im wiêksza jest prêdkoœæ ruchu. Nie jest to tendencja ogólna, czego
przyk³adem s¹ wartoœci uzyskane w przypadku przyœpieszenia a = –1 m/s2 oraz prêd-
koœci v

o
= 60 km/h.

Istotne jest równie¿, ¿e kolejnoœæ poszczególnych krzywych okreœlona na podstawie
wartoœci ca³ek P lub Q nie jest sta³a, co jest wyraŸn¹ wskazówk¹, ¿e – chc¹c dokonaæ
wyboru krzywej optymalnej w œwietle przyjêtych kryteriów opartych na warunkach
dynamiki ruchu – ka¿dorazowo niezbêdna jest odrêbna analiza wchodz¹cych w grê
krzywych przejœciowych. Dowodz¹ tego wartoœci ca³ek odnosz¹ce siê do a = –1 m/s2

oraz v
o
= 60 km/h. W tym przypadku np. klotoida, która generalnie wykazuje naj-

mniejsze wartoœci ca³ek P i Q, nie okazuje siê krzyw¹ najkorzystniejsz¹.

Warto równie¿ zauwa¿yæ, ¿e nie zawsze wartoœci ca³ek rosn¹ wraz ze wzrostem sto-
sunku d³ugoœci L do promienia R. St¹d te¿ nale¿y podkreœliæ, ¿e w³aœciwy dobór krzy-
wych najkorzystniejszych w œwietle warunków dynamiki ruchu wymaga ka¿do-
razowo oparcia siê na odpowiadaj¹cych im wartoœciach ca³ek P lub Q.
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5. WNIOSKI I UWAGI KOÑCOWE

Zawsze, jeœli to jest istotne z punktu widzenia warunków dynamiki ruchu, powinny
byæ stosowane takie elementy geometryczne, które najpe³niej tym warunkom odpo-
wiadaj¹. Proponowane kryteria mog¹ byæ pomocne w praktyce projektowej przy wy-
borze odpowiednich krzywych przejœciowych w sytuacjach, gdyby zachodzi³a
potrzeba uwzglêdnienia uwarunkowañ, maj¹cych zwi¹zek z warunkami dynamiki ru-
chu. Praktycznie, wymaga³oby to wyznaczenia wchodz¹cych w grê wskaŸników po-
równawczych dla konkretnego zestawu danych projektowych.

Nale¿y przy tym zaznaczyæ, ¿e proponowane kryteria doboru krzywych przejœcio-
wych nale¿a³oby traktowaæ jako miarodajne jedynie w odniesieniu do danej klasy
krzywych. Jak wiadomo, odrêbn¹ klasê stanowi¹ krzywe z g³adkim wykresem krzy-
wizny, które cechuje nie tylko ci¹g³a zmiana krzywizny, lecz tak¿e ci¹g³oœæ zmian
przyrostów krzywizny na ca³ej d³ugoœci krzywej. Jest to istotne przy du¿ych prêdko-
œciach ruchu po ³ukach o relatywnie ma³ych promieniach. Z tego powodu, w praktyce
projektowej zasadne jest odrêbne rozpatrywanie krzywych nale¿¹cych do ró¿nych
klas rozwi¹zañ.

Dlatego te¿ zestawienia tabelaryczne, przytoczone w niniejszej pracy, maj¹ charakter
orientacyjny. Pokazuj¹ one, ¿e w wielu przypadkach najkorzystniejsz¹ krzyw¹ jest
klotoida. Daj¹ce siê odnotowaæ odstêpstwa od tego trendu nakazuj¹ jednak, aby tego
spostrze¿enia nie uogólniaæ i w doborze najkorzystniejszej krzywej ka¿dorazowo
uwzglêdniaæ jak najszerszy zbiór wchodz¹cych w grê rozwi¹zañ. Przeprowadzenie
odpowiednich obliczeñ dla branych pod uwagê krzywych nie stwarza obecnie ¿ad-
nych problemów z uwagi na powszechnoœæ stosowania techniki komputerowej w pro-
cesie projektowania.
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SELECTION OF THE TRANSITION CURVE ON THE BASIS
OF DYNAMIC CRITERIA OF DRIVING

Abstract

The paper concernes the criteria of the selection of transition curves, connected with the dynamic
conditions of driving. If the use of long transition curves is not possible, it is appropriate to use
such transition curves, which are characterized by the optimal curvature distribution in the sense
dynamic conditions of driving. A question of the optimal curvature distribution seems to be
opened. It can be dependent on the needs or possible restrictions of the design process of
curvilinear route sections. For selection of transition curves the minimization of sum of the values
of fleeing acceleration or sum of the momentary changes of this acceleration is suggested. The
appropriate equations are provided enables a possibility for analytic or numeric computations.
The suggested criteria were examined in respect to selected transition curves.
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