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ZMIANY PROMIENIA KRZYWIZNY POW£OKI
MOSTOWEGO OBIEKTU

GRUNTOWO-POW£OKOWEGO
PODCZAS BUDOWY

STRESZCZENIE. Artyku³ dotyczy mostowych obiektów gruntowo-pow³okowych o kolistym

kszta³cie górnej czêœci przekroju poprzecznego pow³ok, wykonanych ze stalowej blachy

falistej. Podczas uk³adania zasypki gruntowej pow³oka ulega wypiêtrzeniu w kluczu i zwê¿eniu

w pachwinie. Na podstawie tych przemieszczeñ, zmierzonych w rzeczywistym obiekcie mo¿na

okreœliæ zmiany promienia krzywizny w kluczu pow³oki. Jest on podstaw¹ do szacowania

momentu zginaj¹cego, wp³ywaj¹cego zasadniczo na naprê¿enia normalne w pow³oce.

Proponowany algorytm szacowania zmiany krzywizny w kluczu pow³oki poparto wynikami

pomiarów i obliczeñ uzyskanymi na wybudowanym obiekcie. Dziêki realizacji pomiarów

odkszta³ceñ jednostkowych dokonano niezale¿nej weryfikacji wyników obliczeñ zmiany

promienia krzywizny pow³oki.

Z uwagi na znaczne wartoœci przemieszczeñ stalowych pow³ok, wykonanych z blach falistych

pomiary deformacji mog¹ byæ realizowane z u¿yciem technik geodezyjnych. Umo¿liwia to

œledzenie na budowie deformacji pow³oki wraz z postêpem robót na obiekcie, a wiêc

z uwzglêdnieniem techniki uk³adania zasypki. Analizê zmian promienia krzywizny pow³oki

mo¿na wykorzystaæ do oceny jej bezpieczeñstwa podczas procesu uk³adania zasypki.

1. WPROWADZENIE

Artyku³ dotyczy mostowych obiektów gruntowo-pow³okowych o kolistym kszta³cie
górnego wycinka przekroju poprzecznego pow³oki (rys. 1). Przyjêto pow³okê o kszta³cie
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ko³owym, o promieniu krzywizny R, wykonan¹ z pojedynczych blach (bez nak³adki)
[1]. Rozpatruje siê okres budowy obiektu czyli proces uk³adania zasypki gruntowej [2].
W tej fazie obci¹¿eñ wystêpuj¹ ekstremalne wartoœci przemieszczeñ pow³oki [2 - 5]
oraz momentów zginaj¹cych w kluczu [4], wp³ywaj¹cych zasadniczo na naprê¿enia
normalne w pow³oce [3, 6, 7]. W artykule podano algorytm obliczania momentu zgi-
naj¹cego na podstawie zmiany promienia krzywizny w kluczu pow³oki [3, 8]. Do obli-
czeñ zmiany R wykorzystuje siê przemieszczenia trzech punktów: klucza i dwóch
punktów po³o¿onych na linii poziomej, oddalonej o �R od klucza, przecinaj¹cej pasmo
obwodowe pow³oki. Istotne znaczenie na dok³adnoœæ oszacowania zmiany promienia
krzywizny ma w³aœnie po³o¿enie tej linii pomiarowej [3, 7]. Analizy podane w pracy
s³u¿¹ do okreœlenia efektywnej wartoœæ �.

Z uwagi na znaczne wartoœci przemieszczeñ pow³ok, wykonanych ze stalowych blach
falistych pomiary deformacji, mog¹ byæ realizowane z u¿yciem technik geodezyjnych.
Umo¿liwia to œledzenie na budowie zmiany kszta³tu pow³oki wraz z postêpem robót na
obiekcie. Dodatkowo uwzglêdnia siê zmieniaj¹ce siê, rzeczywiste cechy fizyczne grun-
tu w ka¿dej warstwie (rys. 1), specyficzne dla realizowanej technologii uk³adania za-
sypki. Proponowany sposób obliczeñ zmiany promienia krzywizny pow³oki R poparto
wynikami pomiarów uzyskanymi na wybudowanym obiekcie. Dziêki realizacji pomia-
rów odkszta³ceñ jednostkowych dokonano niezale¿nej weryfikacji algorytmu obliczeñ.
Analizê zmiany promienia krzywizny w kluczu pow³oki mo¿na wykorzystaæ do oceny
bezpieczeñstwa pow³oki podczas procesu uk³adania zasypki.

2. UKSZTA£TOWANIE MOSTOWYCH OBIEKTÓW
GRUNTOWO-POW£OKOWYCH

Z uwagi na kszta³t przekroju poprzecznego pow³oki dziel¹ siê na trzy rodzaje: ko³owe
(zamkniête), ³ukowe i skrzynkowe (rys. 2). Pow³oki o kszta³cie zamkniêtym, ko³owym
tworz¹ przekroje poprzeczne: okr¹g³e, eliptyczne i kropliste. Pow³oki o kszta³cie
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Rys. 1. Ukszta³towanie obiektu gruntowo-pow³okowego

Fig. 1. Configuration of a soil-steel structure



otwartym, stanowi¹ grupê przekrojów poprzecznych ³ukowych [1]. Wspóln¹ cech¹
geometrii przekroju poprzecznego pow³ok jest kszta³t górnej czêœci o promieniu krzy-
wizny R. W pracy wykorzystuje siê t¹ cechê przyjmuj¹c, ¿e pozosta³a czêœæ przekroju
mo¿e byæ w tych pow³okach dowolna. Odcinki pow³ok o jednakowej krzywiŸnie
przedstawiono na rysunku 2.

W pracach [2 - 6, 7, 9] podano wyniki pomiarów przemieszczeñ pow³ok o ró¿nych
kszta³tach. Przemieszczenia w trakcie uk³adania zasypki zale¿¹ od geometrii pow³oki
oraz od proporcji wysokoœci h do rozpiêtoœci L ujêtej we wskaŸniku �, stosowanym
w obliczeniach wypiêtrzenia pow³oki podczas zasypki [2]:

� �
h

L
. (1)

W zale¿noœci od zakresu wartoœci � wyró¿nia siê pow³oki o kszta³cie ³ukowym:

�� 0,21 – o niskim profilu,

0,21 0,50� �� – o œrednim profilu,

� � 0,50 – o wysokim profilu.

Modelowanie uk³adu gruntowo-pow³okowego z zastosowaniem MES w fazie budowy
jest utrudnione, a wyniki nie s¹ obecnie zadawalaj¹ce [2, 10, 11]. Wynika to g³ównie
z przyjêtego modelu zasypki gruntowej jako cia³a sypkiego formowanego w war-
stwach, w procesie technologicznym z u¿yciem maszyn o oddzia³ywaniu dynamicz-
nym.

KRZYWIZNA POW£OKI MOSTOWEGO OBIEKTU GRUNTOWO-POW£OKOWEGO 49

Rys. 2. Geometria przekrojów poprzecznych pow³ok stalowych

Fig. 2. Geometry of cross-sections of steel shells



W obiekcie wybudowanym pod obci¹¿eniami u¿ytkowymi o intensywnoœci jak
w próbnym obci¹¿eniu [2, 3, 5] przemieszczenia i si³y wewnêtrzne w pow³oce s¹ wie-
lokrotnie mniejsze ni¿ powsta³e w trakcie uk³adania zasypki [3 - 6]. St¹d wynika po-
trzeba kontroli deformacji pow³oki w celu oceny jej bezpieczeñstwa w obiekcie
gruntowo-pow³okowym podczas budowy. Wyniki analiz podane w pracy nie dotycz¹
pow³ok o przekroju skrzynkowym.

3. ODDZIA£YWANIE GRUNTU I DEFORMACJA POW£OKI
PODCZAS UK£ADANIA ZASYPKI

Deformacjê pow³oki, powsta³¹ w procesie budowy obiektu gruntowo-pow³okowego,
okreœlaj¹ dwa charakterystyczne przemieszczenia (rys. 3), czyli wygiêcie pow³oki do
góry w, nazywane wypiêtrzeniem oraz zmiana poziomego jej wymiaru 2u, czyli zwê-
¿enie. Proporcje pomiêdzy przemieszczeniami w i u w procesie uk³adania zasypki
podlegaj¹ charakterystycznym zmianom [2 - 7, 9, 10].
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Rys. 3. Schemat si³ oddzia³ywania gruntu i deformacja pow³oki

Fig. 3. Soil action scheme and deformation of a shell



W trakcie budowy wystêpuje przyrost wypiêtrzenia do momentu osi¹gniêcia przez za-
sypkê poziomu klucza. Gdy zasypka uk³adana jest ponad kluczem pow³oki, czyli gdy
z h

g
� , pojawia siê odwrotna tendencja – redukcja powsta³ych wczeœniej przemiesz-

czeñ pow³oki w i u.

W trakcie uk³adania zasypki ci¹g³emu zwiêkszaniu podlegaj¹ si³y normalne p( )� –
si³y oddzia³ywania pomiêdzy gruntem i pow³ok¹ [4] (rys. 3). Przyrost tych si³ wystê-
puje równie¿, gdy zasypka uk³adana jest powy¿ej klucza, chocia¿ redukuj¹ siê przez
odkszta³cenia podatnej pow³oki. Wartoœci si³ p( )� , w trakcie eksploatacji ulegaj¹ re-
dukcji w efekcie procesów reologicznych [9]. Si³y na powierzchni styku pow³oki
z gruntem oznaczone t( )� maj¹ mniejszy wp³yw na deformacjê pow³oki, chocia¿
maj¹ znaczny wp³yw na si³y osiowe [4].

Na rysunku 4 przedstawiono charakterystyczne zmiany ugiêcia klucza pow³oki oma-
wianej dalej podczas uk³adania zasypki i fazie poprzedzaj¹cej u¿ytkowanie. Wykres
dzieli siê na dwie czêœci rozgraniczone punktem K, w którym z h

g
� czyli zasypka

osi¹ga poziom klucza. W przedziale 0K ugiêcie w wzrasta. Na tym odcinku wystêpuje
szczególny punkt A, gdy pomiar przemieszczenia u odbywa siê na poziomie zasypki,
a wiêc gdy zachodzi zale¿noœæ (rys. 3):

z z h R
g a

� � � � . (2)

W przedziale KE, tj. gdy z h
g

� , wartoœci w
k

zmniejszaj¹ siê, a w punkcie koñcowym
E ugiêcie mo¿e byæ zarówno dodatnie (rys. 3 i 4), jak równie¿ ujemne. Na rysunku 4
wprowadzono dodatkowo przedzia³ EF. Na tym odcinku wystêpuje redukcja ugiêcia
w kluczu pow³oki w wyniku procesów reologicznych [9], tj. zmiana ugiêcia bez do-
datkowego, zewnêtrznego obci¹¿enia.
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Rys. 4. Charakterystyczne punkty ugiêcia pow³oki w kluczu

Fig. 4. Characteristic points of a shell’s crown deflection



Faza uk³adania zasypki, gdy osi¹ga ona poziom klucza, jest istotna z uwagi na bezpie-
czeñstwo pow³oki w obiekcie gruntowo-pow³okowym. Wówczas wystêpuj¹ najwiêk-
sze momenty zginaj¹ce i ugiêcia, dlatego tej fazie budowy poœwiêca siê najwiêcej
uwagi [2 - 5]. Podczas eksploatacji obiektu istotne s¹ zmiany si³ oddzia³ywania gruntu
na pow³okê. Technika uk³adania zasypki i zagêszczania gruntu przy u¿yciu urz¹dzeñ
mechanicznych mo¿e wydatnie wp³yn¹æ na przebieg deformacji pow³oki.

Zwê¿enie czyli poziome przemieszczenie œcian bocznych pow³oki w ogólnym przy-
padku jest trudne do ujêcia w postaci analitycznej z uwagi na zró¿nicowane kszta³ty
pow³ok, które najczêœciej s¹ utworzone z kilku odcinków ³uków ko³owych. Jednym
z parametrów charakteryzuj¹cych zmianê kszta³tu pow³oki podczas zasypki jest
wskaŸnik 2u/w, okreœlaj¹cy proporcjê zwê¿enia do wypiêtrzenia [2, 3]. Zwê¿enie
w du¿ej mierze zale¿y równie¿ od poziomu pomiarowego, co pokazano w przyk³adzie
badanego obiektu. W konstrukcjach wykonanych jako skrzynkowe (ramowe) wypiê-
trzanie jest bardzo ograniczone. Pod tym wzglêdem takie pow³oki nale¿¹ do innej gru-
py ni¿ pow³oki o kszta³cie ³ukowym.

4. ZALE¯NOŒÆ ZMIANY KRZYWIZNY OD MOMENTU
ZGINAJ¥CEGO POW£OKI

Analizuje siê górn¹ czêœæ pow³oki z osi¹ symetrii przechodz¹c¹ przez punkt K

(klucz). Pow³oka ma kszta³t ko³owy o promieniu R. Na rysunku 5 przedstawiono
po³owê analizowanego wycinka obwodowego pow³oki o d³ugoœci ds i sta³ej krzywiŸ-
nie 1/R. G³ówna oœ bezw³adnoœci przekroju le¿y w p³aszczyŸnie osi prêta (pow³oka
bez nak³adki), zaœ wektor momentu zginaj¹cego jest do niej prostopad³y. Jest to przy-
padek mimoœrodowego œciskania. Zak³ada siê, ¿e si³y przekrojowe (wewnêtrzne)
M Ni s¹ sta³e na odcinku CK. W opisie odkszta³ceñ przyjmuje siê zasadê p³askich
przekrojów.

Wskutek dzia³ania momentu zginaj¹cego M zwiêksza siê krzywizna pocz¹tkowa prê-
ta o promieniu R o pocz¹tkowej wartoœci:

� �
ds

R
, (3)

o wartoœæ d� . Wobec tego d³ugoœæ w³ókna œrodkowego ds po odkszta³ceniu wynosi:

ds R d
e

( ) ( )1
0

� � 	
 � � . (4)

D³ugoœæ dowolnego w³ókna BF przed odkszta³ceniem wynosi:

BF R y� � �( ) � , (5)

zaœ po odkszta³ceniu:

LF R� � � � �( ) ( )1 1� 
 . (6)
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Z za³o¿enia p³askich przekrojów wynika, ¿e zachodzi równie¿ zale¿noœæ:

BF R y d
e

� � 	( )( )� � . (7)

Po uwzglêdnieniu wzoru (3) oraz zmiany k¹ta

� �



	 �
�

d
ds

R
e

( )1
0 (8)

otrzymuje siê z porównania (6) i (7)

R y

R
ds

R y

R
dse

e

�
� �

�
�( ) ( )1 1

0

 
 , (9)

a st¹d

� � �
�

�
�

�
 
( )1 1
R y

R

R

R y

e

e

. (10)

Po przekszta³ceniu (10) otrzymuje siê odkszta³cenie jednostkowe prêta w linii LF

� � �
�

�
�

� 	 �
 
 
 
( )1 1
0 0

R y

R

R

R y

e

e

(11)
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Rys. 5. Schemat deformacji obwodowego wycinka pow³oki

Fig. 5. Scheme of deformation of a shell’s circumferential segment



oraz

� � 	 �
� � �
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R y R R y R
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e e

e

, (12)

a st¹d zwi¹zek odkszta³ceñ jednostkowych z geometri¹ wycinka pow³oki (rys. 5)

� � 	 � �
�


��

�

�
�� �

�

 
 


0 0
1

1 1
( )

R R

yR

R y
e

. (13)

Uwzglêdniaj¹c prawo Hooke’a w postaci � 
� �E (œciskanie) równanie (13) prze-
kszta³ca siê do postaci

� 
 
� 	 � �
�


��

�

�
�� �

�
E E

R R

yR

R y
e

0 0
1

1 1
( ) . (14)

Z równañ (13) i (14) wynika, ¿e odkszta³cenia i naprê¿enia normalne nie s¹ funkcjami
liniowymi wspó³rzêdnej y. Na rysunku 5 przedstawiono wykres naprê¿eñ normal-
nych na wysokoœci przekroju poprzecznego prêta.

Na podstawie naprê¿eñ podanych w równaniu (14) otrzymuje siê si³y przekrojowe

N dA E dA E
R R

yR

R y
dA

e

� � 	 � �
�


��

�

�
�� ��� �� 
 


0 0
1

1 1
( ) (15)

oraz

M ydA E ydA E
R R

y R

R y
dA

e

� � � 	 � �
�


��

�

�
�� ��� �� 
 


0 0

2

1
1 1

( ) . (16)

Poniewa¿ osie bezw³adnoœci prêta s¹ osiami centralnymi, to

ydA �� 0 , (17)

natomiast

yR

R y
dA

y R y y

R y
dA ydA

y

R y
dA

I

R�
�

� 	
�

� 	
�

��� � �
( ) 2 2

. (18)

Wzory okreœlaj¹ce si³y wewnêtrzne ulegn¹ uproszczeniu po wprowadzeniu momentu
bezw³adnoœci I przekroju poprzecznego blachy falistej [2]

I R
y

R y
dA

a t f
�

�
�

� �
�

2 2

2�
, (19)

gdzie a f t� � s¹ charakterystycznymi wymiarami blachy falistej np. SC 380 140 7
[1, 2]. Wówczas

N EA
R R

EI

R
e

� 	 � �
�


��

�

�
��
 


0 0
1

1 1
( ) (20)

oraz
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M EI
R R

e

� � �
�


��

�

�
��( )1

1 1
0


 . (21)

Zmianê promienia krzywizny (rys. 5)

dR R R
e

� � (22)

mo¿na uj¹æ w zale¿noœci

1 1

R R

R R

R R

dR

R R
e

e

e e

� �
�

�
�

�
. (23)

Wówczas z zale¿noœci (21) otrzymuje siê zwi¹zek momentu zginaj¹cego z od-
kszta³ceniem i sztywnoœci¹ prêta

M EI
R dR

dR

R
�

�

�
�

1
0



. (24)

Z porównania wzorów (20) i (21) wynika, ¿e

N EA
M

R
� 	


0
, (25)

a st¹d



0

�
�

�
NR M

R EA
. (26)

Zatem odkszta³cenie jednostkowe w osi bezw³adnoœci bêdzie wywo³ane równie¿
przez moment zginaj¹cy.

W rozpatrywanych pow³okach obiektów gruntowo-pow³okowych zachodzi z regu³y za-
le¿noœæ NR M�� . W przyk³adzie obiektu analizowanego w pracy otrzymano nastê-
puj¹ce maksymalne wartoœci si³ przekrojowych M = 55,1144 kNm/m i N = 349,7 kN/m,
gdy promieñ krzywizny pow³oki wynosi R = 13,735 m. W tym przyk³adzie obiektu
otrzymano

M

NR
�

�
�

55,1144

349,7 13,735
100% 1,15% .

Poniewa¿ oszacowanie wartoœci momentów wykonuje siê na podstawie deformacji
pow³oki, analizowany sk³adnik M wzoru (26) mo¿na pomin¹æ.

Wp³yw si³ osiowych, ujêty w

0
, jest niewielki z powodu du¿ych wartoœci R w stosun-

ku do wysokoœci fali blachy pow³oki f

R

f t	
�

	
�

13,735

0,140 0,007
93,44

bowiem w tym przyk³adzie odkszta³cenie 

0
wynosi



0

� �
� � �

�
�

N

EA

349,7

205 10 9,81 10
100% 0,0174%

6 3
.
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Wobec powy¿szego dla szacowania wartoœci momentów zginaj¹cych wystarczaj¹co
dok³adny jest wzór otrzymany z (24) o postaci

M
EI

R

dR

R dR
�

�
. (27)

5. ZMIANA KRZYWIZNY W KLUCZU JAKO WYNIK DEFORMACJI
POW£OKI

Do oszacowania momentu zginaj¹cego wed³ug (27) przydatne jest okreœlenie zmiany
promienia krzywizny pow³oki

dR R R
uw uw

� � (28)

na podstawie przemieszczeñ w i u (rys. 6). Pasmo obwodowe pow³oki wygiête jest
w procesie wytwórczym tak, ¿e jego promieñ krzywizny w obszarze klucza jest sta³y
i równy R. Zgodnie z oznaczeniami podanymi na rysunku 6 wypiêtrzenie wzglêdne,
odniesione do poziomu �R, oblicza siê ze wzoru

w w w w
k A B

� � �
1

2
( ) . (29)

Na tym samym poziomie zwê¿enie 2u okreœlone jest jako

2u u u
A B

� � . (30)
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Rys. 6. Zmiana kszta³tu pasma obwodowego pow³oki

Fig. 6. Change of shape of a shell’s circumferential strip



Dla wycinka ko³a o wysokoœci �R i ciêciwie o d³ugoœci (rys. 6)

c R� �2 2� �( ) (31)

otrzymuje siê zale¿noœæ

R
R c

R
�

	( )2

8

2 2�
�

. (32)

Zmiana tego promienia, wynikaj¹ca z odkszta³cenia pow³oki, a dok³adnie z prze-
mieszczeñ charakterystycznych w i u jest okreœlona wzorem

R
R w c u

R w
uw

�
	 	 �

	
4 2

8

2 2( ) ( )

( )

�
�

. (33)

Do okreœlenia R
uw

wykorzystuje siê formu³ê promienia opisanego na trójk¹cie równo-
ramiennym, a zmianê R z (28) okreœla wzór

dR R R
w c Ru c u

R R w

w
uw uw

� � �
� 	 �

	
�

2 4

8 2

�
� �

( )

( )
. (34)

Podstawiaj¹c do wzoru (33) wyra¿enie na c z (31) otrzymuje siê wzór

R
R R w u

R w
uw

�
	 � �

	

[ ( ) ( )]� � �

�

2
, (35)

natomiast ze wzoru (34) otrzymuje siê:

dR R R
R w u

R w
uw uw

� � �
� 	 �

	

[ ( ) ( )]1 2� � �

�
. (36)

Przyjmuj¹c ró¿ne poziomy pomiarowe, wykorzystywane do okreœlenia zwê¿enia 2u,
uzyskuje siê odmienne wartoœci dR

uw
. Gdy � maleje, czyli gdy linia pomiarowa znaj-

duje siê bli¿ej klucza, promieñ krzywizny pow³oki okreœlony w wartoœci dR
uw

( )� ule-
ga zwiêkszeniu.

Je¿eli przyjmie siê, ¿e w/�R jest na tyle ma³e, aby w mianowniku wzoru (36) mo¿na
by³o pomin¹æ wotrzymuje siê nastêpuj¹c¹, rozseparowan¹ zale¿noœæ wzglêdem w i u

dR f w f u w u
uw w u

� � 	 � �
�

	
�1 2�

�
�

�
. (37)

Wp³yw tego uproszczenia na wynik obliczeñ dR
uw

przedstawiono na rysunku 7. Wy-
nika z niego, ¿e w praktycznych przypadkach, gdy � > 0,075 powsta³y w ten sposób
b³¹d nie przekracza 5%. Wobec tego do analiz parametrycznych (porównawczych)
podanych ni¿ej mo¿e byæ przydatna postaæ wzoru (37).

Podane na rysunku 8 funkcje f
u
( )� i f

w
( )� , uzyskane ze wzoru (37), wskazuj¹ na

zwielokrotnienie wartoœci dR
uw

w odniesieniu do przemieszczeñ w i u. Z postaci wzo-
ru (37) wynikaj¹ dwa charakterystyczne przedzia³y funkcji f

w
i f

u
, stosowane w przy-

padku pow³ok zamkniêtych i ³ukowych o wysokim profilu:
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1
0

� �� � (38)

oraz pow³ok ³ukowych o niskim profilu

� �
0

0� � . (39)

W przypadku � = 1 pomiar przemieszczeñ poziomych odbywa siê na linii œrednicy
w pow³okach ko³owej i kroplistej. Wówczas ze wzoru (37) wynika, ¿e zmiana pro-
mienia krzywizny okreœlana jest na podstawie zmiany rozpiêtoœci L R� 2 , czyli jak
w [8] przyjmuje prost¹ zale¿noœæ

dR u
uw

� . (40)

Wówczas miarodajnym jest pomiar zwê¿enia bez wypiêtrzenia.

W przypadku szczególnej wartoœci � ��
0
, okreœlonej jako

�
0

�
�

�
2 1

2
0,293 (41)

otrzymuje siê na podstawie wzoru (37)

dR w u w u w u
uw

�
�

	 �
�

	 � 	
1

0

0

�

�
( ) ( ) ( )

2

2 2
2,41 , (42)
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Rys. 7. Zale¿noœæ w/�R od parametru � jak we wzorze (37)

Fig. 7. Dependence w/�R on � according to the formula (37)



zatem jednakowy wp³yw przemieszczeñ w i u na wartoœci dR
uw

. W analizach statycz-
nych konstrukcji gruntowo-pow³okowych, gdy � ��

0
, punkty A i B pokazane na

rysunku 6 nazywa siê „æwiartkowymi” [12]. Bowiem styczna w punkcie A wycinka
ko³a pokazanego na rysunku 6 tworzy z lini¹ AB k¹t�/4. W tym przypadku d³ugoœæ od-
cinka AB, zgodnie z zale¿noœci¹ (31) wynosi

c R� 2 . (43)
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Rys. 8. Wykresy funkcji f
u
( )� I f

w
( )� ze wzoru (37)

Fig. 8. Diagram of functions f
u
( )� and f

w
( )� as in formula (37)



6. POMIARY DEFORMACJI POW£OKI O KSZTA£CIE £UKOWYM

Pomiary deformacji przeprowadzono na pow³oce pokazanej na rysunku 9. Zasadnicze
parametry geometryczne, okreœlaj¹ce kszta³t pow³oki to: rozpiêtoœæ L = 17,594 m i jej
wysokoœæ h = 5,459 m. W fazie budowy istotnym parametrem jest poziom zasypki
gruntowej z

g
oraz jej gruboœæ ponad kluczem, po zakoñczeniu budowy H = 1,8 m.

W przekroju poprzecznym pow³oki ze stalowej blachy falistej pow³oki SC 380 140 7
wyró¿nia siê promieñ krzywizny pasma obwodowego w obszarze klucza R = 13,735 m
oraz w pachwinie (naro¿u) R

n
. W analizowanym zagadnieniu mniejsze znaczenie ma

szerokoœæ pow³oki B.

Pomiary deformacji pow³oki realizowano po wykonaniu ka¿dej warstwy zasypki czy-
li co �z

g
= 0,3 m. Mierzono odkszta³cenia jednostkowe z u¿yciem tensometrów nakle-

jonych na œrodkowym paœmie obwodowym pow³oki, a pomiary przemieszczeñ
przeprowadzono za pomoc¹ tachymetru cyfrowego. Wyniki pomiarów przemiesz-
czeñ analizowanego obiektu przedstawiono na rysunku 10. Na osi poziomej podano
gruboœæ zasypki z

g
, odniesion¹ do poziomu podparcia pow³oki (gdy z

g
/h = 1 zasypka

osi¹ga poziom klucza). Pomiary przemieszczenia u realizowano na kilku poziomach,
odniesionych do podparcia pow³oki (rys. 3 i 9):

1 1,343 m ( = 0,2997; / 0,2460h R h R h� � � �� � �( ) ),

2 2,696 m ( = 0,2012; / 0,4939h R h R h� � � �� � �( ) ),

3 3,448 m ( = 0,1464; / 0,6316h R h R h� � � �� � �( ) ), (44)

4 4,525 m ( = 0,0680; / 0,8289h R h R h� � � �� � �( ) ),

5 5,184 m ( = 0,0200; / 0,9496h R h R h� � � �� � �( ) ).

Pomiar na poziomie 1 odbywa³ siê na czêœci pow³oki o innym promieniu R
n
.
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Rys. 9. Po³o¿enie punktów pomiarowych pasma obwodowego pow³oki o kszta³cie ³ukowym

Fig. 9. Position of measurement points of an arc shell’s circumferential strip



Na ró¿nych poziomach po³o¿enia punktów pomiarowych obliczono zmiany promieni
krzywizny i wyniki zilustrowano na rysunku 11.
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Rys. 10. Zmiany przemieszczeñ pow³oki ³ukowej podczas uk³adania zasypki

Fig. 10. Changes of displacements of an arc shell during backfilling

Rys. 11. Zmiany promieni krzywizny obliczone na podstawie deformacji pow³oki

Fig. 11. Changes of a radius of curvature calculated on the basis of shell deformation



WskaŸniki dR/R maj¹ podobny przebieg, ale maj¹ znacznie ró¿ne wartoœci. Wa¿nym
Ÿród³em ró¿nicy dR/R jest po³o¿enie linii pomiaru przemieszczenia u. Na rysunku 11
wyró¿niono kó³kami sytuacje, gdy poziomy zasypki (z

g
= z

a
) s¹ zgodne z po³o¿enia-

mi punktów pomiarowych zwê¿enia u, jak we wzorze (2). Wartoœci te, oznaczane
dalej jako dR

a
, bêd¹ wykorzystane do prognozowania zmian krzywizny podczas

uk³adania zasypki.

W obliczeniach zmiany krzywizny pow³oki w kluczu dR
uw

wed³ug (34) wykorzystuje
siê przetworzone wyniki pomiarów przemieszczeñ, jak we wzorach (29) i (30), okre-
œlaj¹ce deformacje wydzielonego wycinka górnej czêœci pow³oki. Na rysunku 12
umieszczono wykresy tych wielkoœci w zale¿noœci od parametru �, okreœlaj¹cego
równoczeœnie po³o¿enie przekroju pomiarowego i poziom zasypki, jak we wzorze (2).
Z podanych wykresów wynika, ¿e ekstremum w, wystêpuje gdy � = 0,075, natomiast
wartoœci 2u s¹ prawie sta³e w przedziale 0,075 < � < 0,150. Wyniki te mog¹ s³u¿yæ do
wyboru optymalnych miejsc pomiarów przemieszczeñ wycinka pow³oki.

Rutynowy pomiar deformacji pow³oki na budowie sprowadza siê do obserwacji wy-
piêtrzenia w

k
, czyli ugiêcia pow³oki w kluczu. Do oszacowania proporcji wygiêcia

lokalnego pow³oki w, w odniesieniu do wypiêtrzenia w
k

s³u¿y wykres podany na ry-
sunku 13. Wynika z niego, ¿e gdy� = 0,1 przyjêcie obydwu wartoœci w i w

k
w (34) nie

powoduje b³êdu. W przypadkach, gdy � > 0,125 zast¹pienie wartoœci w przez w
k

bê-
dzie obarczone tym wiêkszym b³êdem, im wiêksze bêdzie �. Gdy � < 0,075 wartoœci
w ulegaj¹ znacznej redukcji w stosunku do w

k
.
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Rys. 12. Przemieszczenia lokalne wydzielonego wycinka pow³oki o wysokoœci �R

Fig. 12. Local displacements of separated segment of a shell of the height �R



Wzór (37) po przekszta³ceniu mo¿na wykorzystaæ do oceny wp³ywu w i u na suma-
ryczn¹ zmianê promienia

dR

R
F F

w

R

u

R

uw

w u
� � �

�
�

�1 2�
�

�
�

. (45)
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Rys. 13. Zale¿noœæ wypiêtrzenia globalnego i lokalnego pow³oki od parametru �
Fig. 13. Dependence of global and local uplift of a shell on �

Rys. 14. Wartoœci sk³adników F
u

i F
w

ze wzoru (45)

Fig. 14. Values of constituents F
u

and F
w

from the formula (45)



Z wykresu na rysunku 14 wynika, ¿e sk³adnik F
w

jest dominuj¹cy w tym rodzaju
pow³oki. Jednak pomijanie sk³adnika F

u
w praktycznych przypadkach pomiarów na

obiekcie, czyli gdy � > 0,075, prowadzi do znacznych b³êdów.

Z przeprowadzonych analiz wynika, ¿e optymalnym przedzia³em poziomów pomia-
rowych jest górny „æwiartkowy” [12] wycinek pasma obwodowego

0,05 0,29� � �� �
0

. (46)

Ni¿sze poziomy pomiarowe mog¹ byæ jednak przydatne do prognozowania maksy-
malnej zmiany promienia krzywizny w pocz¹tkowych fazach uk³adania zasypki.

7. MAKSYMALNA ZMIANA PROMIENIA KRZYWIZNY W KLUCZU

W szczególnej sytuacji, gdy linia pomiarowa przemieszczeñ jest zgodna z poziomem
zasypki, czyli gdy zachodzi zale¿noœæ (2), zmianê promienia krzywizny pow³oki
oznacza siê jako

dR R R z h R
a uw g

� � � �( )� . (47)

W takiej sytuacji czêœæ górna analizowanej pow³oki jest wolna od oddzia³ywania
zasypki gruntowej na pow³okê. Brak si³ p( )� i t( )� jak na rysunku 3 jest wówczas
zgodny ze schematem deformacji rozpatrywanym na rysunkach 5 i 6. Ponadto anali-
zowana czêœæ pow³oki jest wydzielona geometrycznie z dolnej czêœci konstrukcji
(rys. 2). Z podanych wy¿ej wzglêdów w dalszych rozwa¿aniach zwraca siê szcze-
góln¹ uwagê na wyniki pomiarów podczas uk³adania zasypki, gdy spe³niona jest zale-
¿noœæ (2).

Gdy wartoœci dR� uzyskane s¹ dla wielu linii pomiarowych, okreœlonych przez �
i
,

tworz¹ wykres o kszta³cie paraboli czwartego stopnia wzglêdem � (rys. 15). Gdy
� � 0 wartoœci funkcji f

u
i f

w
ze wzoru (37) s¹ nieokreœlone, ale w tym przypadku

przemieszczenia w i u d¹¿¹ do zera (rys. 12). Wobec tego w granicznym przypadku
otrzymuje siê maksymaln¹ wartoœæ zmiany krzywizny w kluczu

dR dR
uwmax

� �( 0)� . (48)

Wartoœci dR
max

nie mo¿na wiêc uzyskaæ bezpoœrednio z pomiarów, natomiast mo¿na
j¹ oszacowaæ na podstawie wyników pomiaru przemieszczeñ na kilku poziomach,
bowiem gdy

0
1 2 3

� � �� � � (49)

zachodzi zale¿noœæ

dR dR dR dR
max

� � �
1 2 3

. (50)
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Do uzyskania ekstremalnej wartoœci dR
max

z funkcji zobrazowanej na rysunku 15 wy-
korzystana jest wiêc ekstrapolacja zmian krzywizny pow³oki w kluczu

dR dR
h

z
a

a

max
�

�

�
��

�

�
��

4

. (51)

Z wykresu na rysunku 15 wynika oczywisty wniosek, ¿e dok³adnoœæ oszacowania
wartoœci dR

max
jest lepsza, gdy przekroje pomiarowe s¹ mniej oddalone od klucza.

St¹d wynika równie¿ zalecenie, aby wysokoœæ wycinka pasma obwodowego pow³oki
spe³nia³a warunek (46).

Na podstawie zmierzonych odkszta³ceñ na dolnej powierzchni blachy mo¿na obli-
czyæ momenty zginaj¹ce z uproszczonego wzoru [2]

M
EI

af
g d

� 	( )
 
 , (52)

w którym 

g

i 

d

s¹ odkszta³ceniami jednostkowymi na górnej i dolnej fali.

Korzystaj¹c z zale¿noœci (27) mo¿na obliczyæ zmianê promienia krzywizny na pod-
stawie momentu zginaj¹cego w kluczu pow³oki

dR

R

RM

EI RM

e �
�

. (53)
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Rys. 15. Zmiany promienia krzywizny podczas uk³adania zasypki, obliczone na podstawie

dR
a

i dR
e

Fig. 15. Changes of a radius of curvature during backfilling, calculated on the basis

of dR
a

and dR
e



Podstawiaj¹c do (53) moment zginaj¹cy obliczony uzyskuje siê

dR

R

R

f R

e g d

g d

�
�

	 �

( )

( )


 



 

. (54)

Przedstawione na rysunku 15 punktowe wartoœci dR
a
, obliczone z (47), wskazuj¹ na

dobr¹ aproksymacjê wykresu dR
e

traktowan¹ jako wynik dok³adny.

8. WNIOSKI

Podczas eksploatacji obiektu gruntowo-pow³okowego, w wyniku obci¹¿enia u¿ytko-
wego jezdni, pow³oka ulega ugiêciu do do³u, co powoduje redukcjê wypiêtrzenia
i spadek momentów zginaj¹cych w kluczu pow³oki, powsta³ych podczas uk³adania
zasypki. Wypiêtrzanie pow³oki podczas uk³adania zasypki jest wiêc efektem tech-
nicznym o znaczeniu pozytywnym. Zwykle deformacje oraz momenty zginaj¹ce
w pow³oce, powsta³e podczas uk³adania zasypki, s¹ wielokrotnie wiêksze od skutków
obci¹¿eñ u¿ytkowych w wybudowanym obiekcie, wobec tego faza budowy jest istot-
na w analizie bezpieczeñstwa pow³oki.

W wyniku przeprowadzonych analiz mo¿na sformu³owaæ nastêpuj¹ce spostrze¿enia:

• Na podstawie pomiarów wypiêtrzenia i zwê¿enia podczas budowy obiektu mo¿na
obserwowaæ zmianê promienia krzywizny pow³oki, a pomiary mog¹ byæ realizo-
wane z u¿yciem technik geodezyjnych.

• Rezultaty analiz podanych w pracy wskazuj¹, ¿e do pomiarów przemieszczeñ efek-
tywnym jest wycinek „æwiartkowy” pow³oki.

• Wyniki obliczeñ przeprowadzonych na przyk³adzie wybudowanego obiektu wska-
zuj¹ na efektywnoœæ szacowania maksymalnej wartoœci momentu w kluczu
pow³oki.
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CHANGES OF A RADIUS OF CURVATURE OF A SOIL-STEEL SHELL
BRIDGE DURING CONSTRUCTION

Abstract

The paper concerns soil-steel bridge structures with a circular-shaped top of a shell

cross-section, made of corrugated steel plates. During backfilling, the shell uplifts in the crown,

and narrows in the corners. On the basis of measured displacements, the changes of radius of

curvature in the crown of the shell can be specified. This is the basis for estimation of the

bending moment – the main component inducing normal stress on the shell. The proposed

algorithm for estimating changes in the curvature of a shell was verified by the results of in-situ

measurements. Measured strains allowed for independent verification of results of calculations

of curvature radius changes.

Because of large displacements of steel shells, the deformation measurements can be

performed with surveying techniques. This enables in-situ controll of the shell deformation,

during the whole period of bridge construction, including the process of backfilling. Analysis of

changes in the radius of a shell curvature can be used to evaluate its safety during backfilling.
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