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STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono algorytmy numeryczne metody elementéw
skonczonych, dotyczgce analizy drgan konstrukcji pod ruchomym obcigzeniem
bezwtadnosciowym. Niektore problemy dynamiki konstrukcji trudno jest rozwigza¢ metodg
elementéw skonczonych, stosowang do zmiennych przestrzennych i metodg Newmarka,
stosowang do zmiennej czasu. Osobliwe cechy analitycznych rozwigzan réwnan
rézniczkowych, opisujgcych drgania wywotane ruchomym punktem masowym, muszg znalezé
swoje odzwierciedlenie réwniez w ich rozwigzaniach numerycznych. Duze gradienty przebiegu
rozwigzan, skoki wartosci lub nieciggtosci rozwigzan trudno jest uzyska¢ numerycznymi
metodami dyskretnymi. Metody te same wymagajg przyblizen i wnoszg btedy, ktérych
oszacowanie jest trudne. W pracy omawiamy rozwigzania numeryczne, pozwalajgce uzyskac
wyniki doktadne w petnym zakresie predkosci przejazdu obcigzenia bezwtadnosciowego.

1. WSTEP

Komputerowe obliczenia symulacyjne zastepuja dzisiaj w wielu przypadkach ekspe-
rymentalng weryfikacj¢ obliczen analitycznych. Powszechnie uwaza sig, ze popularna
metoda elementow skonczonych jest wystarczajaco wiarygodna, a zakres btedow ob-
liczen miesci si¢ w dopuszczalnej granicy. Co wigeej, uwaza sig, ze znane komercyjne
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pakiety do obliczen symulacyjnych, takie jak Ansys, LS Dyna, Adams czy Medyna,
umozliwiaja wykonanie analizy kazdego niemal rodzaju zadan, w tym z przemiesz-
czajacym si¢ obciazeniem inercyjnym. W rzeczywistosci pakiety te nie pozwalaja na
analize drgan konstrukcji poddanych cho¢by ruchomym obcigzeniom bezmasowym.
W projektowaniu obiektéw inzynierskich wykorzystuje si¢ zatem analityczne wyniki
charakterystycznych rozwiazan, jak np. amplitudy ugi¢¢ przy obciazeniu jadaca bez-
masowa sita skupiona lub bezmasowa sitg roztozona w okreslonym poruszajacym si¢
przedziale przestrzeni. Jest to niewystarczajace, jesli zwazy sig, ze wszystkie inne
grupy problemow, nawet bardzo skomplikowanych, moga by¢ rozwiazywane metoda
elementow skonczonych. Ruchome obciazenia inercyjne stanowig kolejna grupg za-
dan nie przewidzianych w pakietach symulacyjnych. Co wigcej, prace opisujace roz-
wiazania zadan z poruszajacym si¢ punktem inercyjnym lub uktadem sprezystym, w
ktorym element bedacy w kontakcie z podtozem charakteryzuje si¢ bezwtadnoscia,
stanowia skromna liczb¢ w pordéwnaniu z liczba prac dotyczacych ruchomych
obcigzen nieinercyjnych.

W zwiazku z potrzeba wykonywania licznych numerycznych obliczen symulacyj-
nych podje¢to prace zmierzajace do opracowania skutecznych algorytméw numerycz-
nych w klasie elementow skonczonych, dotyczacych analizy drgan konstrukcji pod
obciazeniem ruchomym.

Z obciazeniem ruchomym mamy najczesciej do czynienia w zagadnieniach transpor-
towych. Moga to by¢ mosty i wiadukty obciazone przejezdzajacymi pojazdami, esta-
kady kolei magnetycznych, tory kolejowe, przewody trakcji kolejowej, tory metra,
plyty drogowe i lotniskowe, a takze prowadnice robotow przemystowych, lufy broni
strzeleckiej czy procesy walcowania blach i profili oraz przeciagania drutu (rys. 1).

> 4

Rys. 1. Przyktady ruchomych obcigzen inercyjnych
Fig. 1. Examples of moving inertial loads
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W praktyce inzynierskiej oraz w wigkszos$ci prac naukowych zajmujacych si¢ bada-
niem wplywu przemieszczajacych si¢ obciazen na dynamiczna odpowiedz konstruk-
cji stosuje si¢ najtatwiejsza droge postepowania. Zaktada sig, ze obiekt ruchomy, np.
koto kolejowe, styka si¢ z konstrukcja w sposob sprezysty. Mimo ze mamy do czynie-
nia z ciatem odksztalcalnym, to sztywnos$¢ kota kolejowego w jego ptaszczyznie jest
znacznie wigksza niz usprgzynowania wozka wagonowego. Masa kota wraz z czgscia
osi wynosi ok. 750 kg, a masa metra biezacego szyny zaledwie 60 kg. Nawet po
uwzglednieniu masy podktadow i czgsci podsypki w oszacowaniu bezwtadnosci toru
zauwazamy, ze nie mozemy zignorowac¢ udziatu masy kota w drganiach pionowych
toru. Nie mozemy w prosty sposob zastapi¢ masy kol jedynie odpowiednimi sitami
grawitacji. Przy matych predkosciach jazdy, wielokrotnie mniejszych od predkosci
krytycznych pominigcie masy jadacego obiektu nie wnosi istotnego btedu. Przy wigk-
szych predkosciach btad wartosci ugig¢ moze sigga¢ 50%.

Podstawowe réwnania opisujace ruch konstrukcji pod obciazeniem ruchomym zna-

lez¢ mozna w ogromnej liczbie prac. W najprostszym przypadku, ruchu struny pod

obcigzeniem inercyjnym, wykorzystujemy nastgpujaca posta¢ rownania:

d’u(v t,1)
dar’

2 2
_Na u(x,t)+pA6 u(x,t)zé(x

-v, 1) P—=0(x—v t)m
ox’ ot

. (D

gdzie:
N - sila rozciagajaca,
pA — liniowa ggsto$¢ masy,
P - poruszajaca si¢ sita,

m — masa ruchomego punktu materialnego jadacego ze stata predkoscia v, .
Z kolei ruch belki Bernoulliego-Eulera opisuje rownanie o podobnej budowie:

dzu(vmt,t)

4 2
EI@ M(X,t)_'_pAa u(x’t)ZS(x—th)P_S(x_th)m d2
t

ox* ot?
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gdzie:

El — sztywnos¢ gigtna.

Zauwazamy roznicg¢ migdzy przedostatnim a ostatnim cztonem w obu réwnaniach.
Czlon zawierajacy site P opisuje wptyw sity bezmasowej, rownej np. sile grawitacyj-
nej wywotanej przez mase m. Z kolei czton ostatni opisuje wpltyw bezwtadnosci punk-
tu materialnego i zawiera druga pochodna rozwiazania w punkcie x =v 7. Roznice te
ukazuje rysunek 2. Przypadek (a) przedstawia sitg bezmasowa stalg lub przytozona w
sposob zmienny, zalezny od wzajemnego polozenia punktu m i podloza oscylatora.
Przypadek (b) przedstawia obciazenie czysto inercyjne. Schemat (c) taczy oba po-
przednie przypadki i odpowiada sytuacji rzeczywistej, spotykanej w praktyce.
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Rys. 2. Obcigzenia ruchome: a) bezmasowe lub grawitacyjne, b) inercyjne,
c) inercyjne i bezmasowe
Fig. 2. Moving loads: a) massless or gravitational, b) inertial, c) inertial and massless

Oba powyzsze rownania (1) i (2) uzupetniamy odpowiednimi warunkami brzegowy-
mi i poczatkowymi. Nie bgdziemy tu omawia¢ analitycznych metod rozwiazywania
rownan. Te mozna znalez¢ cho¢by w pracach [1, 2]. Do rozwiazania obu réwnan
mozemy wykorzysta¢ np. metode Fouriera, lub wcze$niej opublikowane rozwiazanie
rownania rézniczkowo-catkowego, do ktérego udaje si¢ problem sprowadzi¢. Za
pierwowzor rozwiazania nalezy uzna¢ pracg [3], w ktorej autor podat rozwiazanie
o ograniczonej doktadnosci. Ponizej przytoczymy jedynie formy koncowe, a nastgp-
nie skupimy si¢ na rozwigzaniach numerycznych.

Ostatni czton w réwnaniach (1) i (2) wymaga szerszego skomentowania. Ze wzgledu
na obecnos$¢ delty Diraca w rozpatrywanych rownaniach rézniczkowych czastko-
wych otrzymane rozwigzania u(x,?) nie sa rozwigzaniami w sensie klasycznym. Mu-
simy wigc rozszerzy¢ pojgcie rozwigzania, umawiajac sig, ze kazda granice niemal
jednostajnie zbieznego ciagu rozwigzan klasycznych bedziemy uwazali za rozwiaza-
nie uogdlnione (dystrybucyjne). Dystrybucje sa wigc zdefiniowane jako granice
ciagow funkcji ciagltych. Mowi o tym jako o tzw. ciagowej teorii dystrybucji [4], a nie
funkcjonatowej [5]. W kazdej dystrybucji Schwartza (funkcjonatowej) istnieje
doktadnie jedna dystrybucja w sensie Mikusinskiego-Sikorskiego (ciagowa) i na od-
wroét, a wiec istnieje wzajemna jednoznacznos¢ [6]. Dystrybucje sa zatem uogoélnie-
niem funkcji. Celem wprowadzenia dystrybucji jest nadanie poprawnego sensu
tworom matematycznym takim jak np. delta Diraca d(x ), wykorzystywana gléwnie w
fizyce matematycznej. Istotna cecha dystrybucji jest zapewnienie statej wykonalno$ci
roznicz- kowania, ktora nie zawsze jest wykonalna w zbiorze funkcji.

Punktem wyjsciowym ciagowej teorii dystrybucji sa funkcje ciagte w pewnym statym
przedziale A< x< B (—o0 < A< B <o), Jesli ciag f (x) funkcji ciaglych jest zbiezny
niemal jednostajnie do funkcji f'(x), to jest takze zbiezny dystrybucyjnie do f (x)[4].
Kazdy zbiezny ciag dystrybucji moze by¢ rdzniczkowany wyraz po wyrazie (analo-
gicznie dla szeregow). Oczywiscie kazdy ciag zbiezny jednostajnie jest zbiezny nie-
mal jednostajnie. Umozliwia to (w sensie dystrybucyjnym) rézniczkowanie
dowolnych funkcji, zmiang kolejnosci rézniczkowania i przechodzenia do granicy
bez zadnych ograniczen. Takie stwierdzenie w klasycznej analizie jest w ogolnosci
nieprawdziwe, a mozliwe jest dopiero przy dodatkowych zatozeniach. A wigc gdy
szereg jest zbiezny jednostajnie, jest zbiezny dystrybucyjnie.

DROGI i MOSTY 1/2010



SYMULACJA KOMPUTEROWA RUCHOMYCH OBCIAZEN INERCYJNYCH 9

Przytoczmy wynik analitycznych przeksztatcen rownan (1) i (2) uzyskanych przy po-
mocy szeregéw Fouriera w skonczonym przedziale. Uzyskuje sig macierzowe rowna-
nie rozniczkowe zwyczajne

§,(0) g, (1) &, (1)

M éz:(t) C ézz(t) K éz:(t) _p 3)

g, (1) g, (1) g, (1)

lub w skrocie ME + CE + K& = P, gdzie M, C, K sa kwadratowymi macierzami zale-
znymi od czasu przy i,j =1, 2,..., n. Odpowiadaja one za sily bezwladnosci, sity
tlumienia oraz sity potencjalne. Fragmenty macierzy zalezne od czasu opisuja rucho-
me obcigzenie bezwladnosciowe. Uktad réwnan (3) rozwiazujemy dalej numerycz-
nie, a wige jest to rozwiazanie potanalityczne. Znajac funkcje € (¢) wyznaczamy
rozwiazanie u(x,t)

u(x,0)= Y& (1) siniTnx . )

Okazuje sig, ze nie wszystkie problemy dynamiki konstrukcji mozna tatwo rozwiazaé
metoda elementow skonczonych i metoda Newmarka. Taka grupe zadan stanowia
wiasnie konstrukcje obciazone ruchomym obcigzeniem inercyjnym.

2. OSOBLIWOSCI ROZWIAZAN ANALITYCZNYCH

Stosunkowo niewielka liczba opublikowanych prac dotyczy zjawisk zwiazanych z ru-
chomym punktem masowym [7, 8, 9]. Bez poréwnania wigcej zadan sprowadza si¢ do
obcigzenia bezmasowego (np.[10]) lub grawitacyjnego, przekazywanego na kon-
strukcjg poprzez sprezysty element oscylatora. Stad tez zapewne dopiero niedawno
odkryto zaskakujaca wlasnos¢ rownania rézniczkowego w postaci (1). Mianowicie
trajektoria ruchu punktu inercyjnego moze by¢ nieciagla. Nieciaglo$¢ pojawia si¢
przy koncowej podporze i wystepuje przy przejezdzie masy skupionej po strunie lub
belce Timoszenki. Zostalo to po raz pierwszy pokazane w pracy [1]. Tam tez udowod-
niono t¢ osobliwag wlasnos$¢ w przypadku struny bezmasowej. Jedynie w takim przy-
padku udato si¢ uzyska¢ rozwiazanie analityczne trajektorii punktu materialnego
w postaci szeregow. Przyktadowy wykres trajektorii punktu materialnego przy prze-
jezdzie z r6zna predkoscia po strunie inercyjnej przedstawia rysunek 3. Predko$ci
przejazdu punktu materialnego sa odniesione do predkosci fali w strunie c =/ N / pA.
Rysunek 4 przedstawia ksztalt struny w wybranych chwilach, wyznaczony potanali-
tycznie, przy réznej liczbie n wyrazéw szeregu (4). Widzimy, ze proces sumowania
jest zbiezny za wyjatkiem chwili koncowej ¢ =/ / v. Wynika to z faktu, ze w tej chwili
rozwiazanie jest nieciagte. Rysunek 5 ukazuje dobra zbiezno$¢ wynikow, nawet przy
matej liczbie wyrazow szeregu, podczas niemal catego przejazdu. Wyjatkiem jest
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koncowa faza. Przy t =0,8/ /v 1t=091/ v, wynikowe krzywe sa dokfadne juz przy
100 wyrazach szeregu. Wzrost liczby wyrazow do 400 nie poprawia juz wynikow.
Przy t=0,99// v doktadnos¢ rosnie wraz z liczba wyrazow szeregu. Rysunek 5d od-
powiada potozeniu punktu materialnego x = /. Punkt materialny o masie m znajduje
si¢ na podporze. W tym szczegdlnym przypadku szereg bedacy rozwiazaniem nie jest
zbiezny. Wyniki sg zbiezne przy x =/ -0i¢=[/v —0.

0,5 T T T T

analit. v=0

1k analit. v=0
analit. v=0,3c
analit. v=0,4c -
analit. v=0,5¢ ----"
analit. v=0,6¢ -------

-1.5 - analit. v=0,7¢ ---------

analit. v=0,8c -
analit. v=0,9¢ ---------
analit. v=1,0c -------

_2 1 1 1 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

vt/L

Rys. 3. Trajektorie punktu materialnego przy réznej predkosci przejazdu po strunie masowe;j
Fig. 3. Trajectories of moving inertial load traveling at different speed along a string

Identyczny efekt obserwujemy w rozwiazaniach rownan opisujacych ruch belki Ti-
moszenki, obciazonej poruszajacym si¢ punktem masowym. Rysunek 6 przedstawia
0$ odksztatcona belki w kolejnych chwilach. Linia pogrubiona przedstawiono trajek-
torie punktu materialnego. Badano belke o bezwymiarowych jednostkowych warto-
$ciach parametréw: L=1, E=1, 4=1,1=0,01, p =1, obciazonej sila P =11 punktem
materialnym o masie m =1. Predko$¢ przejazdu v, =0,3. W tym zdaniu predkos¢ fali
scinania wynosi ¢, =0,6, a predkosc¢ fali ngigtej ¢, =1,0. Obie te predkosci dostrzega-
my na wykresie w postaci czota fal. Osobliwa cecha rozwiazan réwnan roézniczko-
wych opisujacych drgania wywotane ruchomym punktem masowym musi znalez¢
swoje odzwierciedlenie réwniez w ich rozwigzaniach numerycznych. Wiemy, ze
duze gradienty rozwiazan, skoki warto$ci lub nieciaglosci rozwiazan trudno jest uzy-
ska¢ numerycznymi metodami dyskretnymi. Metody te same wnosza bledy, ktorych
oszacowanie jest trudne. W naszym przypadku trudnos$¢ powigksza fakt, ze mamy do
czynienia ze zmiennymi parametrami rownania rozniczkowego.

DROGI i MOSTY 1/2010
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Rys. 6. Os odksztatcona belki Timoszenki w czasie, przy predkosciv, =0,3
Fig. 6. Deflection in time of the Timoshenko beam at the speed v, =0.3

3. METODY NUMERYCZNE W SYMULACJI ROZWIAZAN

Programy komputerowe bedace obecnie w uzyciu nie obejmuja zagadnien rucho-
mych obciazen. Najczgs$ciej nie mozna nawet uwzgledni¢ obciazenia w formie
jadacej sity bezmasowej. Uzytkownik zmuszany jest do stosowania wybiegdw i np.
przyktadania wektora sily kolejno w weztach lezacych na zadanej trajektorii ruchu.
Pelna automatyzacja obliczen, nawet tak ograniczonego zadania, jest najcz¢sciej nie-
mozliwa.

W publikacjach naukowych przedstawia si¢ nader rzadko metody numeryczne anali-
zy zadan z obcigzeniem inercyjnym. Biednie konstruowane algorytmy opieraja si¢ na
prostym zastgpieniu w rownaniu rézniczkowym ruchu przyspieszenia poprzecznego
cztonami wynikajacymi z dwukrotnego rézniczkowania przemieszczenia jako funk-
cji zlozonej

dzu(vmt,t) _ qu(x,t)‘
dt* or’

0% u(x,t)
" Oxot

+V2 azu(x,t)

m 2
Ox

+2v

)

X:le :th X:le

Proste wynikowe wyrazenie (5) nosi nazwe wzoru Renaudota [11] dla statej predkosci
przejazdu punktu materialnego v . Kolejne cztony w przypadku poprzecznego ruchu
drgajacego przedstawiaja przyspieszenie poprzeczne, przyspieszenie Coriolisa oraz
przyspieszenie odsrodkowe liczone w punkcie sledzacymx =v 1.

Korzystajac z rozwinigcia (5) autorzy wielu prac granuluja wielkos$ci zwiazane z trze-
ma cztonami i lokuja je w weztach, odwrotnie proporcjonalnie do odlegtosci od nich
(rys. 7). Uzyskuje si¢ macierzowe rownanie rozniczkowe zwyczajne, w ktorym czton
d*u/dx® przeksztalca si¢ w dodatkowa macierz sztywnosci elementu, po ktorym
przesuwa sie punkt inercyjny, czton d’u/dxdt w dodatkowa macierz thumienia,
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aczlond’u / dt* powigksza macierz bezwladnosci. Tak zmodyfikowane macierzowe
réwnanie rozniczkowe zwyczajne catkowane jest wzgledem czasu jedna z klasycz-
nych metod réznicowych, np. metoda Newmarka. WspomnieliSmy, ze poruszajacy
si¢ punkt inercyjny czgsto zastepuje si¢ oscylatorem. Jego zwigkszona sztywno$¢ teo-
retycznie pozwala zblizy¢ rozwiazanie numeryczne do wyniku zadania bez elementu
sprezystego. Dobre wyniki uzyskuje si¢ przy matych predkosciach ruchu. Przy pred-
kos$ciach zblizonych do predkosci fali btad rosnie (rys. 8). Intuicyjnie zwigkszamy
sztywnosc¢ oscylatora. To z kolei gwattownie pogarsza zbiezno$¢ obliczen. Procedury
iteracyjne sa bardzo wolno zbiezne. Skrocenie kroku czasowego poprawia wyniki,
lecz jednoczes$nie wprowadza sig btedy wywotane zwigkszong liczba krokow oblicze-
niowych. Niewielkie dopuszczalne niezrownowazenie pozwalajace zakonczy¢ itera-
cje pojedynczego kroku czasowego, akumuluja btedy rozwiazania koncowego. Tu
zdecydowanie lepszym kryterium zbiezno$ci jest zgodnos$¢ przemieszczen punktu
struny i podstawy oscylatora, niz zgodnos$¢ predkosci tych punktéw. Podstawowa jed-
nak wada iteracyjnego sposobu rozwiazywania zadania jest wielokrotnie dtuzszy czas
obliczen i nie zawsze wystarczajaca zbieznos$¢ procesu iteracyjnego. Stosuje si¢ dwie
drogi modelowania numerycznego. Pierwsza polega na dyskretyzacji rownania roz-
niczkowego. Typowa metoda tej grupy jest klasyczna metoda roznic skonczonych.
Algorytmy obliczeniowe sa stosunkowo proste, lecz zastosowania ograniczone sa do
obszaréw regularnych. Druga droga do uzyskania modeli numerycznych prowadzi
przez rownania catkowe. Te umozliwiaja rozbicie badanego obszaru na podobszary i
z kolei prosty opis konstrukcji o dowolnych ksztaltach.

ﬁ P
P
1 P Rys. 7. Granulacja masy
/\ * 2 w weztach otoczenia
my m m Fig. 7. Mass lumping
2 in the surrounding node

AxX |
| |

Rozwiazanie dyskretne zadania dynamicznego otrzymuje si¢ zwykle w wyniku
dwoch odregbnych procesow dyskretyzacji: dyskretyzacji przestrzennej oraz dyskrety-
zacji w czasie. Dyskretyzacjg przestrzenng mozna przeprowadzi¢ zar6wno metoda
réznicowa jak i metoda calkowa, elementow skonczonych. Z kolei dyskretyzacje
w czasie przeprowadza sig¢ praktycznie tylko metodami réznicowymi. Odstepstwem
od podanego klasycznego toku postgpowania jest metoda elementéw czasoprze-
strzennych [12]. Tu dyskretyzacj¢ zar6wno w przestrzeni jak i w czasie prowadzi si¢
metoda catkowa.
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Niezaleznie od bogactwa dyskretnych metod obliczeniowych, r6zniacych si¢ skutecz-
noscia, efektywnoscia czy doktadnoscia, w praktyce inzynierskiej niemal bez wyjatku
stosuje si¢ metodg elementow skonczonych w przestrzeni oraz metod¢ Newmarka do
dyskretyzacji w czasie. Powodem jest zapewne kumulacja rozwoju technik oblicze-
niowych w kierunku wspomnianych metod, wywotana tatwym dostgpem do opisow
literaturowych, algorytmow czy doswiadczen obliczeniowych. Tym samym inne,
czesto bardziej skuteczne metody (np. [13, 14]) wychodza z uzycia.

0,5 T T T I

b)

UIUO

0,4

Rys. 8. Trajektorie ruchu punktu materialnego potozonego bezposrednio na strunie (a
oraz za posrednictwem elementu sprezystego (b

Fig. 8. Trajectories of a moving material point placed directly on the string (a

and through the elastic element (b

)
)
)
)
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Autorzy podejmowali wiele prob skonstruowania skutecznych schematow oblicze-
niowych z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych i metody Newmarka.
Miarodajng oceng poprawnosci stanowito rozwiazanie réwnania ruchu struny (1).
Znane jest jego rozwiazanie pélanalityczne i do niego nalezy odnosi¢ wyniki obliczen
numerycznych. Okazato sig, ze proste rézniczkowanie wedlug (5) nie daje wynikdéw
zbieznych (rys. 9). Juz przy niskich predkosciach przejazdu punktu materialnego
(v, =0,1c) trajektorie mocno odbiegaja od rozwiazah potanalitycznych. Przy wyz-
szych predkosciach, obliczen nie mozna ukonczy¢, otrzymujemy rozwiazania rozbie-
zne. Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z czysto hiperbolieznym réwnaniem
rézniczkowym. Wprawdzie w przypadku belki Bernoulliego-Eulera obliczenia mo-
zna przeprowadzi¢ do konca, to jednak btad obliczen, wynikajacy z btednych sfor-
mulowan, gwattownie rosnie przy wzroscie predkosci przejazdu. W tym przypadku
mamy do czynienia z réwnaniem rézniczkowym o charakterze parabolicznym.
Wtasnoscig takich rownan jest rozmycie w przestrzeni rzeczywistej oddziatujacych
zaburzen. W zwiazku z tym btednie sformutowane metody obliczeniowe daja rozmy-
te w przestrzeni, narastajace biedy obliczen. Podjeto proby konsekwentnego wypro-
wadzenia od podstaw samej metody obliczeniowej, wykorzystujac zalozenia metody
elementow czasoprzestrzennych. Sformutowanie czasoprzestrzenne pozwala przej-
rzys$cie opisac czton zawierajacy delte Diraca. Wyrazenie to opisane jest w sposob
ciagly w czasie i przestrzeni i mozna wobec tego $miato zastosowa¢ do budowy meto-
dy dyskretnej poprawne formy catkowe.

055 T T T l T T l

0,4

05 06 07 08 09 1

5 )

vt/L

Rys. 9. Rozbiezne wyniki obliczeh drgan struny uzyskane metoda elementéw skonczonych
w przestrzeni i metodg Newmarka w czasie [15]

Fig. 9. Divergent results of calculations of a string vibrations obtained with the finite elements
method in space and the Newmark method in time [15]
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4. METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

Zasady formutowania metody elementéw czasoprzestrzennych znane sa z literatury
[12, 16, 17]. Istotna wada klasycznego sformutowania jest konieczno$¢ stosowania
niezmiennego w czasie (stacjonarnego) podziatu (dyskretyzacji) rozpatrywanego ob-
szaru przestrzennego. Rownowagg sit dzialajacych w obszarze analizowanego obiek-
tu okresla si¢ w jednej wybranej chwili. Czgsto jest to punkt koncowy przedziatu
czasu lub wybrany punkt posredni. W zwiazku z tym zmienne wspotczynniki réwna-
nia rozniczkowego traktowane sa jako stale w kroku czasowym, a wptyw ich zmien-
no$ci wprowadza si¢ jako dodatkowe cztony dodawane do odpowiednich statych
macierzy charakterystycznych schematu krokowego obliczen. Jesli czynno$¢ ta zo-
stanie przeprowadzona btednie, bledne beda tez wyniki. Poprawne uwzglednienie
cztonu sil wywotanych ruchomym punktem materialnym jest trudne. Nie wiadomo
bowiem w ktorej chwili schematu roznicowego nalezy je definiowa¢. Dodatkowo po-
wstaje watpliwo$¢, czy schemat roznicowy, np. metoda Newmarka, sformutowany do
rozwiazywania rownan o statych wspotczynnikach jest rowniez poprawny przy row-
naniach o zmiennych wspotczynnikach. Sprawa bytaby prosta, gdyby zachodzilo tyl-
ko pierwsze pytanie. Niestety, doswiadczenia wskazuja, ze znane klasyczne metody
rézni-cowe nie nadaja si¢ do rozwiazywania naszego zadania. W zwiazku z tym w
dalszej cze$ci zajmiemy si¢ metodycznym wyprowadzeniem krokowego schematu
rozwiazania z wykorzystaniem metody elementow czasoprzestrzennych. Tu bedzie-
my mogli zapisa¢ wszystkie potrzebne wielkosci, w tym zmienne wspdlczynniki roéw-
nania rozniczkowego, w sposob ciagly w podobszarze czasoprzestrzennym.

Rozpatrywa¢ bedziemy dwa typy elementéw skonczonych: nie poddane obcigzeniu
masowemu oraz przenoszace masg. Te pierwsze postuza nam jako wprowadzenie do
metody elementdéw czasoprzestrzennych. Rozwazymy strung opisang rownaniem (1)
w podobszarze czasu i przestrzeni Q ={(x,7): 0<x <bh, 0<1¢< h}. Rownanie mocy
wirtualnej otrzymujemy mnozac (1) przez wirtualng predkos¢ v™ (x,¢). Calkowita
moc wirtualna w obszarze (2 wynosi

h b 2
[[vi@nle 407u N adr =0 (6)
"% ot’ ox’ ot

gdzie n oznacza wspolczynnik tlumienia wewngtrznego w modelu Kelvina-Voigta.
Calkujac moc (6) przez czgsci wzglgdem x otrzymujemy

pA”v —dQ NH v ey ”Qa;;sodg—njjgv*vdgﬂ, (7)

Ox Ox

gdzie & | symbolizuje odksztatcenia poczatkowe w kolejnych krokach czasu.
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Przyjmujemy liniowa zmienno$¢ predkosci v =0u / 0t wzgledem x i ¢:

4
v(x,0)=D N (x,0)v, . (®)
i=1
W obszarze Q funkcje ksztaltu N =[N ,..., N, | maja nastgpujaca postac:
N—[l(x—b)(z—m ~Lt-m, Loy lxz} ©)
bh " bh " bh C bk |

Przemieszczenia wyznaczamy catkujac predkosci

u(x, 1) =u(x0) +J(N1V1 +. AN, V,) dt = u(x 0) +jN*v dt . (10)
0 0

Ostatecznie otrzymujemy

£2 ¢ £ (1)

X X
M(X,I)ZM(X,O)-Fﬂ(VI -V, -V, +V4)+;(—V] +V2)+E(—V] +v,)+v t.

Mozemy tez wyznaczy¢ pochodna ou / Ox

ou

ou_ 17 du
ox  2bh

Xli=0

(v, -V, -V, +v4)+é(—v1 +v,)+ (12}
Waznym elementem sformulowania czasoprzestrzennego jest dobry wybor funkcji
wirtualnych v*. Rozne funkcje prowadza do nieco innych algorytméw, o nieco in-
nych wlasnosciach, szczeg6éInie doktadnosci i stabilnosci. Proponujemy kilka postaci
funkcji wirtualnych predkosci (rys. 10). Moze to by¢ funkcja w ksztatcie impulsu
Diraca, funkcja stala o warto$ci rownej jeden, poza punktami krancowymi (funkcja
kapeluszowa), funkcja trojkatna lub funkcja daszkowa. Na poczatku przyjmiemy
prosta funkcje w formie dystrybucji Diraca 6 w chwili t =ak

v (x,t)=08(t—oh) Kl—;jv3 +ZV4:| . (13)
: mﬁ t J L Mmmwuﬁt %ﬂ[ﬂ]ﬂﬂﬂm}]ﬂmﬁ—t
0 ah h 0 h 0 h 0 h
a) b) c) d)

Rys. 10. Rézne ksztatty funkcji wirtualnych: a) delta Diraca, b) funkcja kapeluszowa,
c) funkcja trojkatna, d) funkcja daszkowa

Fig. 10. Different shapes of virtual functions: a) Dirac delta, b) hat function,

c) triangle function, d) peak function
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Wymagane rozniczkowanie funkcji wirtualnej v* i rzeczywistej v mozna wyznaczy¢é
z (13)1(8)
ov: 1
N Ly v, (14)
ox b S )

ov X 1

azﬁ(vl -V, —V3+V4)+Z(—Vl +v,) . (15)
Zauwazmy, ze czlony z funkcja Diraca & w funkcji podcatkowej pozwalaja uproscic
catkowanie Q i sprowadzi¢ je do catkowania wzgledem jednej zmiennej w przedziale
przestrzennym 0 < x < b. Ostatecznie rownanie (7) mozna zapisa¢ w sposob macie-
rZowy nastgpujaco:

aa|
s x 1 x x 1 x
pAJ — -, -, ——+—, —|dx+
0 X bh h bh bh h  bh
b

2 2

t t

ot t t 2
e o, e, | dx
2bh b 2bh b 2bh 2bh

r=au

X
—nf {b_lj {(x—b)(t—h)’ _x(t—h)’ _(X—b)t, ’“}dx

X bh bh bh bh i
b
Wynikowe macierze podane sa nizej:
1111
_Pbl 3 63 6|1 17
M 1 11 h[M‘ M ], (17
6 316 3

o
> (18)

2
—h a(l—ast 2K, |,
2 2
e Ty a
_ 3 6 |3 61— 1
C=nb e 10 |o o [(1-a)C, | aC,]. (19)
6 3 6 3
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M, K i C sa czasoprzestrzennymi macierzami bezwtadno$ci, sztywno$ci i thumienia.

Zauwazamy, ze sa one zbudowane z dwoch macierzy kwadratowych, kazda o wymia-

rach rownych liczbie stopni swobody przestrzennego elementu skonczonego. Macie-

rze M, K 1 C_  maja posta¢ identyczna lub zblizong do odpowiednich macierzy

wyznaczanych w tradycyjnej metodzie elementow skonczonych. Koncowa postaé

rownania ruchu opisuje rownowage na brzegu elementarnego obszaru Q. Wektor v

zawiera weztowe predkosci v, w chwili poczatkowej 7 =7, oraz v w chwili kofico-

wejt=t +h.

\4

(M+C+K){ ! }+e=0 lub K'v+e=0. (20)
v i+1

Z powyzszej krokowej zaleznosci obliczamy jedyny nieznany wektor predkosciv .

Dodatkowo musimy obliczy¢ przemieszczenia q . Stosujemy zaleznos¢

q,., =49, +h [Bvi +(1_B)v1+1] :

Z warunku stabilno$ci wyznaczamy f=1-oa.

e2y)

5. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY STRUNY OPISUJACY
RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

5.1.

PODSTAWOWE ZALEZNOSCI

Ostatni czton 8(x — v, t)m d*u(v, ¢,t)/ dt* w rdwnaniu (1) opisuje ruchome obcia-
zenie inercyjne. Wyrazenie d > u(v, t,t)/ dt’ jest pionowym przyspieszeniem punk-
tu materialnego oraz jednoczesnie przyspieszeniem struny w punkcie styku punktu
materialnego ze struna (tj. x =x, +v ). Przyspieszenie punktu materialnego
dzu(vm t,t)/ dt* poruszajacego si¢ ze stata predkoscia v, (rys. 11), zgodnie ze wzo-
rem Renaudota przedstawia wzor (5).

A t Il
(3 / 4
Il
A/
&r -
Y Rys. 11. Trajektoria ruchu punktu
< é@/ materialnego w obszarze
. 6:@;’ czasoprzestrzennym
@ Fig. 11. Trajectory of a moving inertial
i 1 ,/ 2 X - load in time-space domain
/
X0
b
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W metodzie czasoprzestrzennych elementow skonczonych tworzymy réwnania zale-
zne od predkosci. Przyspieszenie punktu materialnego du(v, ,¢) / dt* rowniez jest
uzalezniane od predkosci:

dzu(vmt,t):av(x,t)\ iy ov(x,t)
dt* ot " Ox

d | ou(x,1)
"dt| ox

} N5

Pierwszy czton po prawej stronie, po pomnozeniu przez m, okresla rzeczywiste sity
bezwtadnosci, a drugi wyraza sity podobne do sit thumienia. W koncowej fazie anali-
zy uzyskujemy trzy wynikowe macierze odpowiedzialne za sity poprzeczne, sity
thumienia oraz ostatnia trzecia macierz okresla sily potencjalne oraz sity weztowe na
poczatku kroku catkowania #.

X:me X:me

Wykorzystajmy powyzsze rozwazania do numerycznej analizy cztonu okreslajacego
bezwladno$¢ punktu materialnego w rownaniu (1). Przy wyznaczaniu macierzy ele-
mentu przenoszacego mas¢ skupiona wykorzystujemy identyczne kroki jak w przy-
padku samej struny. Catkujemy czton bezwtadnosci

a’zu(x0 +v,1,1)
% dx.

N md(x —x, —v 1) dt . (23)

o —
o —_—

Wykorzystujemy liniowa interpolacje predkosci (8). Predko$¢ wirtualna v ™ przyjmu-
jemy w nastepujacej postaci:

X
1-=
v (x,0)=N"q, =8(t —ah) xb q, . (24)

b

W wyniku konsekwentnego catkowania uzyskujemy dwie macierze: macierz
bezwladnos$ci poprzecznej poruszajacego si¢ punktu materialnego M

:m|:(1—l<)2 x(l-x) | (1-x)? K(l—K):|

" h | —x(1-x%) —x? k(1-1x%) K’ (25)

w ktorej k =(x, +v ah)/b, x jest potozeniem poczatkowym masy w elemencie
czasoprzestrzennym w chwili 7 =7 (rys. 12) i macierz ruchomego punktu materialne-
g0 w postaci macierzy thumienia C |

_mv, {%1—14)(1—[3) (I-x)1-p) | ~1(I-x)p  (1-x)B
toob —Kk(1-p) K(1-P) —Kp Kp

Rozpatrzmy teraz wktad przemieszczen poczatkowych na kroku 4. Catkujemy przez
czegsci prace wirtualng

} . (6)

h b 62 h b )
v [ v 2 =2 [ [ 22 v @7)
00 ox? 00 Ox Ox
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A t

3 4

/
h 4
Xo TVmo 4
-0 ——m="" ., Rys. 12. Trajektoria punktu
e ,' materialnego w elemencie
'g ’ czasoprzestrzennym
/I Fig. 12. The trajectory of the moving
1 Z 2 X load in the time-space element
<XL,|
b

Przemieszczenia lewego i prawego konca wyrazone sa przez predkosci
0 : 0 . .

u, =u, +h[pv, +(1-P)yv,1iu, =u, +h[Bv, +(1-P)v,]. Mozemy wigc wyzna-

czy¢ potrzebne odksztalcenia du  / dx

0 0
azco _Up ;uL _ Uy ;ML +2[—BV1 +Bv, —(1-B)v, +(1-P)v,1. (28)
Macierz K | bedzie wigc macierza sztywnosci
K =hmvfn{ po-B] 1-B %1—13)} .
"opt B B | 1-B) 1-P

Czlon (uy, —u; )/ bw réwnaniu (28) daje w wyniku sily wezlowe e w warstwie cza-

(29)

soprzestrzenne;j.

5.2. WYNIKI OBLICZEN

Wyniki przyktadowych obliczen, uzyskane metoda elementow czasoprzestrzennych
moga by¢ pordwnane z wynikami potanalitycznymi. Weze$niejsze rozwazania poka-
zaty nam specyfikg¢ roéwnania rdézniczkowego wykorzystywanego do opisu matych
przemieszczen konstrukcji pod ruchomym obciazeniem inercyjnym oraz jego charak-
terystyczne wtlasnosci. W dalszych testach struna zostata podzielona na 200 odcinkow
przestrzennych. Przyjeto krok czasowy rowny b/ 40v . Oznacza to, ze przejazd od-
cinka migdzy dwoma kolejnymi weztami odbywa si¢ w czasie 40 krokoéw czasowych.
Wyniki otrzymane metoda elementdéw czasoprzestrzennych pokazano na rysunku 13.

Mozemy réwniez przeprowadzi¢ obliczenia przy wigkszej predkosci jazdy v, . Rysu-
nek 14 przedstawia przemieszczenia przy 0,9<v /c<1,2. Zauwazamy dobra zbie-
znos¢ trajektorii ruchu punktu materialnego do warto$ci zerowej przy v, > c, co jest
zgodne z prawda gdyz przy predkosciach nadkrytycznych zaburzenia poruszaja sig za
zrodtem, majac przed soba osrodek niezaburzony. Rowniez inne przyktady oblicze-
niowe dowodza skutecznosci metody numerycznej. Porownania przemieszczen wy-
branych, ustalonych punktow struny w czasie wykazuja jeszcze lepsza zbiezno$¢
z wynikami analitycznymi.
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Rys. 13. Przemieszczenia struny pod ruchomym punktem materialnym uzyskane metodg
elementéw czasoprzestrzennych z zastosowaniem funkcji wirtualnych predkosci
w postaci delty Diraca, przy o = 0,5 (a) oraz funkcji kapeluszowej (b),
poréwnane z wynikami pétanalitycznymi
Fig. 13. Displacement of the moving inertial load traveling along a string obtained by

time-space element method using the virtual function of velocity in the form

of Dirac delta with o = 0.5 (a) and the hat function (b),

compared with semi-analytical results
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0,5 T T T T T T T T !
0
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o
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Rys. 14. Przemieszczenia punktu struny pod ruchomym punktem materialnym
przy predkosciv, =0,9¢; v, =1,0c;v, =11, v, =1,2¢c
Fig. 14. Displacements of the moving inertial load traveling along a string
atthe speedv, =0.9c,v, =1.0c,v, A =1.1,v,A6 =12c

Na podstawie obserwacji wynikow numerycznych mozemy stwierdzié, ze przy
matych predkosciach przejazdu do celow inzynierskich poruszajacy si¢ punkt maso-
wy mozemy zastapi¢ oscylatorem. Nie mozemy natomiast stosowaé uproszczonego
rozktadu masy na sasiednie wezly siatki metody elementow skonczonych lub czaso-
przestrzennych elementéw skonczonych, wedtug rysunku 7. Przy wyzszych predko-
sciach ruchu mozemy stosowac jedynie schematy numeryczne wyprowadzone
poprawnie z réwnan rézniczkowych ruchu. Nie mozna w prosty sposob wyrazi¢ przy-
spieszenia du / dt* w punkcie x =v, ¢ odpowiednimi pochodnymi i w ten sposob
zmodyfikowac opis krokowy schematu catkowania rownania ruchu.

6. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY
BELKI BERNOULLIEGO-EULERA OPISUJACY
RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

Kapeluszowa funkcja wirtualna jest stata w czasie i w przypadku belki Bernoullie-
go-Eulera zapisuje si¢ ja w nastgpujacy sposob:

2 3

. X X ) )
% ()c,t)=(1—3b2+2b3}/3 o0, v, O, (30)
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Rozpoznajemy tu uzycie znanych funkcji ksztattu do opisu przemieszczen (lub pred-
kosci) za pomoca weztowych predkosci liniowych oraz weztowych predkosci obroto-
wych. Ponizej przedstawimy obliczenia prowadzace do wyznaczenia pierwszego
elementu macierzy bezwladnosci ruchomego punktu materialnego M, w belce Ber-
noulliego-Eulera:

h b ) 3 2
(Mm)11 :_% IIS(X_XO_VInt) (1—3;24—223J dxdt:
00

€1)
- Iﬁf {1 3(x°_kjmt)2 2(x°_kvmt)3} d
h b
Po wprowadzeniu podstawienia
+Vv t
s=0 TVl =Y gy (32)
b b
otrzymamy
h
M), ==2[ (1-3s* +25°) ds =
"y (33)
h
=—mb(4s7 -2s° +2s5 +st -2s° +sj
hv, \T 5 0
Po scatkowaniu powracamy do zmiennej ¢
bla(x +v 1Y x +v ) 9 (x +v tY
(Mm)“:_ﬁi a7 B B I NISVAAN IR ISl NAEASVI B
hv |7 b b 5 b
(34)

h
N X, +v,t 4_2 X, +v,t 3+x0+vmt
b b b
0

Uwzgledniajac granice catkowania, otrzymujemy jeden z elementdw macierzy
bezwladno$ci ruchomej masy M |

M), =" [560b°(4k° —12k° +9k* +4K’ 61> +1) +
560b°
+2806* v R (10k* =20 +9x* +2k —1) + (35)
+216°v* h* (20* =20 +3) +5veh"] ,
gdzie:

X, +v, h/2
. .

K (36)
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Posta¢ macierzy M ,C 1K  odpowiedzialnych za opis ruchomego punktu mate-
rialnego zostaly zamieszczone w pracy [18]. Musimy pamigtac, ze trzy pierwsze ma-
cierze tacza wektory predkosci w dwoch nastepujacych po sobie chwilach. Sktadaja
si¢ one z dwoch kwadratowych podmacierzy: lewej i prawej. Lacznie maja one wy-
miar s x 2s, gdzie s jest liczba stopni swobody w wezle badanej struktury. Otrzymane
rozwigzania numeryczne (rys. 151 16) sa identyczne z wynikami podejscia potanali-
tycznego.

0,2 T T T

analityczlnie
funkcja kapeluszowa -------;
funkcja Diraca

0

-0,2

u/ug

-0,4
-0,6
-0,8

P I R T [’
14 b |

16

-1.8 | | | |

vi/L

Rys. 15. Trajektorie ruchu punktu materialnego poruszajgcego sie po belce
Bernoulliego-Eulera przy predkosciach: v, =0, v, =02, ...;v =05

uzyskane numerycznie i analitycznie

Fig. 15. Trajectories of the material point moving along a Bernoulli-Euler beam obtained
numerically and analytically at the speed: v, =0.1 v, =0.2,...,v =05

7. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY BELKI TIMOSZENKI
OPISUJACY RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

Rézniczkowe rownanie ruchu belki Timoszenki w formie jednego rownania przedsta-
wia ponizszy wzor

4 4 4 2
Ela u(x,t)_[pIerkEIjé u(x,t)+p2kia u(x,t)+pA8 u(x,t):

ox' G ) ox’or G o o’ (37
gk ELO%ax0) | T 0%q(x.0)
GA  ox G4 or
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gdzie obciazenie zewngtrzne, czyli obcigzenie grawitacyjne 1 bezwtadnosciowe opi-
sane jest nastepujaca zaleznoscia

o u(vt,t)
—_— .

q(x,t)=0(x —Vvt)P =0 (x —Vvt) m (38)

&
uluo

funkcja kapeluszowa

delta Diraca --------
-0,4 L 1
0 0.2 0,4 0,6 0,8 1
vt/L
0,05 T ! : !
0 : :
-0,05
-0,1
o 0,15
2
3
0.2
b)
-0,25
-0,3
0,35 - funkéja kapelusz&wa -
delta Diraca -------- i :
-0,4 L ] i ;
0 0,2 04 06 08 1
vt/L

Rys. 16. Przemieszczenia pod punktem materialnym poruszajgcym sie po wspornikowe;j
belce Bernoulliego-Eulera (a) oraz przemieszczenia swobodnego konca (b), przy predkosci
v, =0,1v, =02 ...;v, =05z wirtualng funkcjg kapeluszowg oraz w postaci delty Diraca

Fig. 16. Displacements under the moving inertial load traveling along a cantilever
Bernoulli-Euler beam (a) and displacements of the free end (b), at the speed
v, =01v_ =02 ..., v, =0.5with virtual hat function and Dirac delta
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Roéwnanie (37) ma bardzo powazna wadg, ze wzgledu na numeryczne podejscie me-
toda czasoprzestrzenna. Wystepujaca we wzorze (37) pochodna czwartego rzedu
wzgledem ¢ ma powazne konsekwencje w rozwiazaniu. Poniewaz czas w rzeczywi-
stej funkcji ksztattu ma rozktad liniowy, nie mamy mozliwosci dyskretnego przedsta-
wienia tej pochodnej. Konieczne jest przeprowadzenie analizy belki Timoszenki
w przypadku, gdy rownanie ruchu przedstawione jest w postaci dwoch réwnan sprze-
zonych ze soba wzgledem przemieszczen i katéw. Zagadnienie ruchomego obciaze-
nia bezwladnoSciowego poruszajacego si¢ po belce Timoszenki jest odrgbnym
problemem. Ze wzgledu na swa ztozonos$¢ nie zostanie szerzej przedstawiony w ni-
niejszej pracy.

8. WNIOSKI

Wyniki przemieszczen strun i belek obcigzonych ruchomym obciazeniem inercyjnym
w funkcji czasu pokazujq nieciagtosci rozwiazan. Stosowane réwnania rdézniczkowe
maja swoje wady. Moga by¢ stosowane do przypadkéw matych ugigé. Jednak w kon-
cowej fazie ruchu nachylenia osi struny lub belki gwattownie rosna, co kioci sig
z zatozeniami. Nasuwa si¢ podstawowy wniosek: powszechnie stosowane rownania
rézniczkowe oparte na teorii malych przemieszczen nie nadaja si¢ do doktadnej anali-
zy drgan wywolanych ruchomym obciazeniem inercyjnym. Mimo to w rzeczywisto-
$ci obserwujemy gwaltowne narastanie odksztalcen przed koncowa podpora chocby
w przypadku ruchu pantograféw. Podobny efekt dostrzegamy w ptytach drogowych.
Teoretyczne strona tego zjawiska, przy zatozeniu duzych lub skonczonych prze-
mieszczen, nie byta dotad badana.

Tym bardziej wazne jest dysponowanie skutecznym narzedziem modelowania nume-
rycznego omawianych zadan. Poprawno$¢ sformutowan numerycznych mozna po-
twierdzi¢ porownujac rozwiazania analityczne lub potanalityczne z numerycznymi.
Wyprowadzone w pracy schematy krokowych rozwigzan pozwalaja uzyska¢ wyniki
pokrywajace si¢ z wynikami teoretycznymi. Widoczne sa przy tym roOwniez nie-
ciaglo$ci rozwiazan. W rozwiazaniach numerycznych pokazane sa jako fragmenty
wykresow o gwattownej zmianie wartosci w dwoch sasiednich weztach siatki prze-
strzennej: wezta przedostatniego, swobodnego oraz wezta ostatniego, z zadanymi wa-
runkami brzegowymi.
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COMPUTER SIMULATION OF MOVING INERTIAL LOADS

Abstract

The paper presents algorithms for numerical finite element analysis of vibrations of structures
under a moving inertial load. Some problems of dynamics of the structure are complex to be
solved by the finite element method applied to spatial variables and by the Newmark method
used for time domain. Peculiar features of analytical solutions of differential equations
describing vibrations caused by a moving point mass must effect also their numerical solutions.
Large gradients of solutions, jumps or discontinuities of solutions is difficult to obtain by the
numerical discrete methods. These methods require approximations and introduce errors,
which are difficult to be estimated. In this paper we discuss numerical solutions which allow us
to obtain accurate results in a full range of velocity of the inertial load.
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