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STRESZCZENIE. Praca dotyczy przêse³ mostów utworzonych z belek stalowych, zespolonych
z p³yt¹ betonow¹, stanowi¹c¹ szalunek w³aœciwej p³yty pomostowej. Tematyka obejmuje
równie¿ modernizowane mosty z betonowych belek prefabrykowanych, wzmacniane wtórn¹
p³yt¹ pomostow¹. W pracy poddano analizie efekty powsta³e w wyniku zmian cech fizycznych
betonu i zespolenia betonowej, dwuwarstwowej p³yty pomostowej z belk¹ w dŸwigarze
mostowym. Dla takiego uk³adu zespolonego przedstawiono rozwi¹zanie, w którym globalne,
wypadkowe si³y przekrojowe rozdziela siê na sk³adowe przy³o¿one do elementów tworz¹cych
dŸwigar: belki, p³yty pierwotnej i p³yty wtórnej. Analizuje siê wp³yw skurczu i pe³zania betonu na
si³y wewnêtrzne i ugiêcia w dŸwigarze zespolonym. Procesy reologiczne ujêto w modelu
zmodyfikowanego modu³u sprê¿ystoœci H. Trosta. Na przyk³adach liczbowych okreœlono
znaczenie pe³zania betonu w stalowych mostach zespolonych oraz efekty skurczu betonu w
szczególnoœci w belkach wieloprzês³owych i uci¹glanych.

1. KSZTA£TOWANIE PRZÊSE£

Do realizacji wiaduktów nad przeszkodami komunikacyjnymi wykorzystuje siê obec-
nie coraz czêœciej dŸwigary w postaci belki stalowej z utworzon¹ wczeœniej, zespo-
lon¹ z ni¹ p³yt¹ betonow¹, jak na rys. 1a. Stanowi ona szalunek w³aœciwej p³yty
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pomostowej, a z powodu po³¹czenia obydwu betonów jest równie¿ elementem dŸwi-
gara zespolonego (tzw. deskowanie aktywne), jak w dŸwigarach VFT [1, 2] przedsta-
wionych na rys. 2. Mamy wiêc do czynienia z belk¹ stalow¹, zespolon¹ z dwoma
warstwami, wykonanymi z ró¿nych betonów, w których procesy reologiczne przebie-
gaj¹ w fazach wzajemnie przesuniêtych.

DŸwigary wielokrotnie zespolone wykorzystuje siê równie¿ do tworzenia przêse³ mo-
stów zespolonych, do budowy których stosuje siê prefabrykowane p³yty ¿elbetowe
[3], np. typu filigran, jak na rys. 1b. W tym jednak przypadku wystêpuje jedynie ze-
spolenie p³yty pierwotnej (filigran) z wtórn¹ (monolityczn¹ p³yt¹ pomostow¹). Nie
korzysta siê z po³¹czenia elementów prefabrykowanych z belkami stalowymi, jak na
rys. 3. Traktuje siê je jako deskowanie tracone, faktycznie bêd¹ce równie¿ elementem
dŸwigara, wspó³pracuj¹cym ze stalow¹ belk¹ poprzez p³ytê wtórn¹. Obydwie konce-
pcje konstrukcyjne szczególnie chêtnie stosowane s¹ w przypadku realizacji obiektów
w trudno dostêpnym terenie. Dziêki ich stosowaniu mo¿liwe jest znaczne przyspiesze-
nie prac przy budowie lub przebudowie [4] obiektów mostowych. Rozwi¹zania te ce-
chuje efektywnoœæ ekonomiczna, wynikaj¹ca ze skrócenia czasu prac budowlanych
(szybkoœæ monta¿u) i eliminacji lub minimalizowania utrudnieñ w ruchu (wiadukty
nad czynnymi trasami drogowymi i kolejowymi).

W przypadku modernizacji mostów z belek prefabrykowanych [5] czêsto wykonuje
siê dodatkow¹ p³ytê pomostow¹. Jeœli w za³o¿eniach projektowych by³ to most zespo-
lony, równie¿ mamy do czynienia z zespoleniem wtórnym, jak na rys. 1c.
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Rys.1. Przekroje poprzeczne dŸwigarów zespolonych
Fig.1. Cross-sections of composite girders



Nowym typem dŸwigarów, w których dokonuje siê podwójnego zespolenia, s¹ ele-
menty w postaci rur wype³nionych betonem (przy za³o¿eniu jego wspó³pracy z p³asz-
czem stalowym), po³¹czonych z ¿elbetow¹ p³yt¹ pomostow¹ [6].
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Rys.2. Budowa wiaduktu z dŸwigarów VFT
Fig.2. Construction of a viaduct made of VFT girders

Rys.3. ¯elbetowe p³yty prefabrykowane u³o¿one na belkach stalowych mostu zespolonego
Fig.3. Precast reinforced concrete panels placed on steel beams of a composite bridge



Obliczanie naprê¿eñ w dŸwigarze zespolonym jest procesem z³o¿onym z uwagi na
koniecznoœæ uwzglêdnienia:

– wp³ywu czynników reologicznych powoduj¹cych redystrybucjê odkszta³ceñ i
naprê¿eñ wywo³anych dzia³aniem obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych,

– zmiany modu³u sprê¿ystoœci betonów w czasie,

– wp³ywu stanów monta¿owych, a w szczególnoœci zmian podparcia konstrukcji
przed i po zespoleniu.

Z podanych wy¿ej wzglêdów nie mo¿na sumowaæ globalnych si³ przekrojowych (M ,
N , T) w dŸwigarze zespolonym. Dla celów projektowych i analiz studialnych przyj-
muje siê jako dopuszczalne [5], [7 - 10] dodawanie skutków dzia³ania poszczegól-
nych obci¹¿eñ oraz oddzia³ywañ w elementach sk³adowych dŸwigara. Zak³ada siê
zatem, ¿e rozwi¹zanie jest liniowe.

2. RÓWNANIA RÓWNOWAGI SI£ WEWNÊTRZNYCH

Do modelowania procesów reologicznych w dŸwigarze zespolonym stosuje siê zwykle
nastêpuj¹ce za³o¿enia ogólne [7, 10]:

• odkszta³cenia od grup obci¹¿eñ i oddzia³ywañ s¹ wzajemnie niezale¿ne,

• zachowana jest zasada p³askich przekrojów Bernoulliego,

• wystêpuje skuteczne zespolenie (brak poœlizgu w styku elementów przekroju),

• p³yta pomostowa jest niezarysowana.

W rozwa¿aniach przyjêto pe³ne zespolenie betonów p³yty i belki. W mostach stalo-
wych, w szczególnoœci gdy stosowane s¹ ³¹czniki podatne, za³o¿enie to mo¿e mieæ
ograniczone zastosowanie [7 - 9], [11 - 14]. W przypadku podatnego zespolenia belki
i p³yty zwi¹zki pomiêdzy si³ami i przemieszczeniami komplikuje funkcja podatnoœci
zespolenia [9, 11]. Uniemo¿liwia to realizacjê analizy parametrycznej uzyskanej z
ogólnego ujêcia rozwi¹zania.

Za³o¿enie o braku zarysowania p³yty pomostowej upraszcza rozwi¹zanie, ale mo¿e
budziæ uzasadnione w¹tpliwoœci, szczególnie gdy schemat dŸwigara jest ci¹g³y (wie-
loprzês³owy). Dla unikniêcia tego efektu stosuje siê w mostach: sprê¿enie p³yty po-
mostowej (równie¿ sprê¿enie belek stalowych z wykorzystaniem tzw. si³
wzbudzonych), podniesienie monta¿owe belki stalowej lub zwiêkszenie (w strefie
podpór poœrednich) zbrojenia [10]. Takie zabiegi, zrealizowane na obiektach bada-
nych pod obci¹¿eniem eksploatacyjnym, wskazuj¹ na techniczn¹ poprawnoœæ tego
za³o¿enia np. [12]. W sytuacji braku tych zabezpieczeñ, a szczególnie gdy obci¹¿enia
przekraczaj¹ wartoœci u¿ytkowe, wystêpuje redukcja sztywnoœci dŸwigara spowodo-
wana zarysowaniem p³yty pomostowej [8].

Przemieszczenia, naprê¿enia oraz si³y wewnêtrzne (momenty zginaj¹ce i si³y osiowe)
s¹ okreœlone w funkcji czasu dzia³ania obci¹¿enia sta³ego na konstrukcjê, jako:

– doraŸne, w chwili wyst¹pienia obci¹¿enia (t = 0),
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– d³ugotrwa³e (ostateczne, koñcowe), gdy procesy reologiczne uleg³y ustabilizo-
waniu (t = ∞ ).

Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego odnosi siê do trzech œrodków
ciê¿koœci: p³yty pomostowej wtórnej i pierwotnej oraz belki prefabrykowanej. Jako
niezale¿ne traktuje siê charakterystyki elementów przekroju zespolonego dŸwigara:
pola powierzchni przekroju (A

w
, A

p
i A

b
), momenty bezw³adnoœci (I

w
, I

p
i I

b
).

Po³o¿enie œrodków ciê¿koœci tych elementów, jak na rys. 4, okreœlaj¹ wymiary piono-
we: dla belki (v

g
i v

d
), p³yty pierwotnej (y

g
i y

d
) i wtórnej (r

g
i r

d
). W ogólnym przy-

padku dogodne jest równie¿ rozdzielenie wypadkowych si³ przekrojowych M , N , T,
podanych na rys. 4, na trzy uk³ady dzia³aj¹ce na p³ytê (pierwotn¹ i wtórn¹) oraz belkê
(wykres ε podano dla N = 0). Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego
dŸwigara oblicza siê na podstawie parametrów elementów sk³adowych przekroju ze-
spolonego z uwzglêdnieniem po³o¿enia ich œrodków ciê¿koœci.

Si³y wewnêtrzne odniesione do elementów sk³adowych przekroju poprzecznego s¹
statycznie równowa¿ne si³om M i N , spe³niaj¹ bowiem warunki równowagi statycz-
nej:

– sumy rzutów si³ na oœ poziom¹

N N N N
b p w
− − = , (1)

– sumy momentów wzglêdem œrodka ciê¿koœci przekroju zespolonego O

M N a M N a M N a c M
b b d p p g w w g
+ ⋅ + + ⋅ + + + =( ) . (2)

Z warunku zgodnoœci odkszta³ceñ jednostkowych w styku belki i p³yty (dla obci¹¿eñ
doraŸnych), powsta³ych od si³ osiowych i momentów zginaj¹cych w p³ycie pierwot-
nej i belce, jak na rys. 4, otrzymuje siê równanie

N

E A

M v

E I

N

E A

M y

E I

b

b b

b g

b b

p

p p

p d

p p

− = − + .
(3)

W przypadku styku p³yty pierwotnej z wtórn¹ równanie (3) sprowadza siê do podobnej
postaci

− − = − +
N

E A

M y

E I

N

E A

M r

E I

p

p p

p g

p p

w

w w

w d

w w

.
(4)

Warunek zgodnoœci krzywizn zginanego dŸwigara, od obci¹¿enia doraŸnego, mo¿na
przedstawiæ w postaci

M

E I

M

E I

M

E I

b

b b

p

p p

w

w w

= = .
(5)
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3. EFEKTY REOLOGICZNE W D�WIGARZE ZESPOLONYM

Do obliczeñ si³ wewnêtrznych w dŸwigarze zespolonym stosuje siê opis procesów
reologicznych w ujêciu zmodyfikowanego modu³u sprê¿ystoœci betonu, wed³ug H.
Trosta [7, 10, 15]. W przypadku obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych, wartoœci modu³ów sprê¿y-
stoœci podlegaj¹ redukcji wg zasady

E
E

b

b

b

ϕ ρ ϕ
=

+ ⋅1
,

(6)

E
E

p

p

p

ϕ ρ ϕ
=

+ ⋅1
,

(7)

E
E

w

w

w

ϕ ρ ϕ
=

+ ⋅1
, (8)

gdzie ρ jest wspó³czynnikiem H. Trosta. W celu sformu³owania ogólnego rozwi¹za-
nia przyjêto belkê prefabrykowan¹ z betonu sprê¿onego, jak na rys. 1c. Podstawiaj¹c
(6), (7) i (8) do (3) oraz uwzglêdniaj¹c skurcz betonów, otrzymuje siê

N

E A

M v

E I

N

E A

M y

E

b

b b

b

p g

b b

b

p

p p

p

p d

p

( ) ( ) ( )1 1 1+ − + − + −ρϕ ρϕ ρϕ
I

p

p sk

p

sk

b( )1+ = −ρϕ ε ε ,
(9)

a w przypadku równania (4) zale¿noœæ

− + − + + + −
N

E A

M y

E I

N

E A

M r

E

p

p p

p

p g

p p

p

w

w w

w

w d
( ) ( ) ( )1 1 1ρϕ ρϕ ρϕ

w w

w sk

w

sk

p

I
( )1+ = −ρϕ ε ε .

(10)

Równanie zgodnoœci krzywizn zginanych elementów dŸwigara, po korekcie
modu³ów sprê¿ystoœci, ma postaæ

M

E I

M

E I

M

E I

b

b b

b

p

p p

p

w

w w

w
( ) ( ) ( )1 1 1+ = + = +ρϕ ρϕ ρϕ .

(11)

W celu uproszczenia zapisu podanych wy¿ej równañ, wprowadza siê zwykle [5, 7, 9,
10] wspó³czynniki, s³u¿¹ce do okreœlania charakterystyk geometrycznych przekroju
zespolonego jako sprowadzonych do jednorodnego. Wówczas cechy fizyczne mate-
ria³u p³yty (pierwotnej i wtórnej) porównuje siê do materia³u belki (w mostach stalo-
wych jest to regu³¹), w postaci

n
E

E
bp

b

p

p

b

=
+

+

( )

( )

1

1

ρϕ

ρϕ
,

(12)

n
E

E
bw

b

w

w

b

=
+
+

( )

( )

1

1

ρϕ
ρϕ

.
(13)
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Porównanie cech fizycznych materia³ów p³yty wtórnej i pierwotnej, mo¿na uzyskaæ
na podstawie wczeœniej podanych wzorów, jako

n
n

n
pw

bw

bp

= .
(14)

Równanie (9) sprowadza siê do prostszej postaci, gdy podzieli siê je przez czynnik
E A

b b

b
1+ρϕ

, a po wprowadzeniu parametrów n
ij

otrzymuje siê:

N
A v

I
M

A n

A
N

A n y

I
M E A

b
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b

b
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p

p
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p

p b b
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p

sk

b

− + − =
−

+
ε ε

ρ1 ϕ
b

,
(15)

natomiast po podzieleniu (10) przez
E A

p p

p
1+ρϕ

uzyskuje siê

− − + − =
−

+
N

A y

I
M

A n

A
N

A n r

I
M E A

p

p g

P

p

p pw

w

w

p pw d

w

w p p

sk

w

sk

pε ε
1 ρϕ

p

.
(16)

Równanie (11) przyjmuje postaæ

M

I

M

I
n

M

I
n

M

I

b

b

bp

p

p

bw

w

wϕ

= = = ,
(17)

gdy sztywnoœæ giêtn¹ przekroju zespolonego E I
b ϕ odniesie siê do materia³u belki.

4. CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE
PRZEKROJU ZESPOLONEGO

W przypadku obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych charakterystyki geometryczne przekroju ze-
spolonego s¹ zmienne w czasie (zale¿¹ od momentu obci¹¿enia i chwili obserwacji).
Zmiennymi parametrami s¹ modu³y sprê¿ystoœci oraz wspó³czynniki pe³zania beto-
nów. W najczêœciej spotykanych przypadkach praktycznych wystêpuj¹ nastêpuj¹ce
relacje pomiêdzy tymi wartoœciami: E E E

b p w
> > , gdy¿ belki betonowe oraz p³yta

pierwotna wykonane s¹ w dogodniejszych warunkach technologicznych ni¿ p³yta
wtórna. Podobna relacja wystêpuje dla dŸwigarów zespolonych stalowo-betonowych,
jak na rys. 1b. Wartoœci wspó³czynników pe³zania betonu s¹ w zale¿noœci [7, 10]
ϕ ϕ ϕ

b p w
< < , jak na rys. 5.

Po³o¿enie œrodków ciê¿koœci elementów przekroju poprzecznego jest sta³e, niezmien-
ne w czasie i niezale¿ne od rodzaju dzia³ania si³ zewnêtrznych, i wynosi

a v y
g d

= + , (18)

c y r
g d

= + . (19)
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Pola powierzchni przekrojów poprzecznych elementów dŸwigara zespolonego, przy
wykorzystaniu wartoœci wspó³czynników n

ij
, ulegaj¹ redukcji zgodnie z zale¿noœciami

A
A

n
pb

p

bp

= ,
(20)

A
A

n
wb

w

bw

= , (21)

podobnie jak momenty bezw³adnoœci

I
I

n
pb

p

bp

= ,
(22)

I
I

n
wb

w

bw

= . (23)
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Rys.5. Zmiany pe³zania i skurczu w funkcji czasu
Fig.5. Change of concrete creep and shrinkage versus time
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Na rys. 6 przedstawiono wyniki analizy wp³ywu zmian sprowadzonych charaktery-
styk geometrycznych p³yty pomostowej na si³y wewnêtrzne w belce. Przyjêto prze-
krój poprzeczny dŸwigara jak na rys. 6a oraz obci¹¿enia zewnêtrzne wywo³uj¹ce w
analizowanym przekroju moment zginaj¹cy M = 1000 kNm. Zmiennymi parametra-
mi s¹ wspó³czynniki pe³zania ϕ

w
iϕ

p
, natomiastϕ

b
= 0 (belka stalowa). Z podanych

na rys. 6 wykresów wynika, ¿e wartoœæ M
b

w mniejszym stopniu zale¿y od ϕ
p
, nato-

miast na N
b

mniejszy jest wp³yw ϕ
w

. Ogólnie mo¿na uwa¿aæ, ¿e wp³yw pe³zania na
si³y wewnêtrzne jest niewielki, oczywiœcie w porównaniu ze skutkami pozosta³ych
obci¹¿eñ (sta³ych, przed zespoleniem i zmiennych) oraz oddzia³ywañ (np. skurcz be-
tonu).

5. SI£Y WEWNÊTRZNE

Rozwi¹zanie ogólne mo¿na przedstawiæ w postaci uk³adu równañ
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,

(24)

gdzie M i N s¹ wypadkowymi si³ami przekrojowymi, jak na rys. 4. Skurcz i pe³zanie
betonu uwzglêdnia siê w wyra¿eniach

N
E A

sk

pb

sk

p

sk

b b b

b

= −
+

( )ε ε
ρϕ1

,
(25)

N
E A

sk

wp

sk

w

sk

p p p

p

= −
+

( )ε ε
ρϕ1

.
(26)

W celu uzyskania bezwymiarowych wyrazów macierzy (24) przyjêto obliczane wiel-
koœci statyczne jako momentowe – w tym celu si³y osiowe pomno¿ono przez sta³¹ war-
toœæ a, bêd¹c¹ odleg³oœci¹ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci belki i p³yty pierwotnej.

Pominiête w równaniu (24) momenty zginaj¹ce w p³ycie M
p

i M
w

, wyznacza siê
przy wykorzystaniu przekszta³conego wzoru (17)

M

I

M

I

M

I

b

b

p

pb

w

wb

= = ,
(27)

na podstawie obliczonego w (24) momentu M
b
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M
I

I
M

p

pb

b

b
= ,

(28)

M
I

I
M

w

wb

b

b
= .

(29)

Si³y poprzeczne przypadaj¹ce na elementy p³yty i belkê, w podziale wypadkowej si³y
przekrojowej T, s¹ obliczane proporcjonalnie do podzia³u M na sk³adowe M

i
. Wyni-

ka to z zale¿noœci ró¿niczkowej

T
dM

dx
i

i= .
(30)

6. SKURCZ I PE£ZANIE BETONU ZBROJONEGO

Zbrojenie konstrukcyjne i monta¿owe elementów betonowych ma znacz¹cy wp³yw
na oddzia³ywania skurczu. W obliczeniach pól przekroju A

b
, A

p
i A

w
oraz momentów

bezw³adnoœci I
b
, I

p
i I

w
mo¿na uwzglêdniæ zbrojenie pod³u¿ne p³yty pomostowej i

belki prefabrykowanej – wed³ug ogólnych zasad podanych w p. 4. W wyniku od-
dzia³ywania skurczu powstaje zrównowa¿ony wewnêtrznie uk³ad si³ w stali i betonie
o wartoœci N

sk
. Porównuj¹c odkszta³cenia jednostkowe powsta³e w zbrojeniu, ujête

po lewej stronie (31) i w betonie, ujête po prawej stronie (31), otrzymuje siê równanie

ε ρϕ
sk

sk

a a

sk

c c

c

N

E A

N

E A
− = +( )1 ,

(31)

a po jego przekszta³ceniu wyznacza siê si³ê osiow¹

N
E A

pn
sk

a a

ac

sk
=

+1
ε , (32)

gdy

n
E

E
ac

a

c

c
= +( )1 ρϕ , (33)

a p jest wskaŸnikiem zbrojenia ujêtym w proporcji pola powierzchni przekroju po-
przecznego zbrojenia do pola powierzchni betonu (podawanej zwykle w procentach)

p
A

A

a

c

= . (34)

Odkszta³cenia jednostkowe stali

ε
ε

a

sk

a a

sk

ac

N

E A pn
= =

+1

(35)

s¹ równoczeœnie efektywnymi odkszta³ceniami wywo³anymi przez skurcz w betonie
zbrojonym.
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Na rys. 7 zilustrowano wp³yw zbrojenia na redukcjê oddzia³ywania skurczu. Jest on
znacz¹cy równie¿ w przypadku minimalnego procentu zbrojenia. We wzorze (35)
uwzglêdniono jedynie zbrojenie po³o¿one w jednym kierunku, pomijaj¹c zbrojenie
poprzeczne.

7. SI£Y WZBUDZONE OD SKURCZU BETONU
W MOSTACH WIELOPRZÊS£OWYCH

W przypadku wystêpowania ograniczeñ przemieszczeñ, np. w belkach wielo-
przês³owych, powstaj¹ od skurczu betonu dodatkowe si³y wzbudzone. S¹ to si³y we-
wnêtrzne (np. momenty zginaj¹ce), jak równie¿ reakcje podporowe, nie wystêpuj¹ce
w schematach izostatycznych (statycznie wyznaczalnych). W belkach ci¹g³ych, wie-
loprzês³owych do okreœlania si³ wzbudzonych dogodne jest stosowanie klasycznej
metody si³ z przyjêciem wielkoœci nadliczbowych w postaci momentów podporo-
wych [5, 7, 10], jak na rys. 8. Dla belek o sta³ej sztywnoœci (przêse³ wykonanych z jed-
nakowych belek i sta³ych wymiarów p³yty pomostowej) wyrazy macierzy podatnoœci
oblicza siê jako

δ
ϕ ϕ

ii

i i

b

i i

b

M M

E I
dx

L L

E I
= =

+ +∫ 1

3
,

(36)

a gdy j i= +1

δ
ϕ ϕ

ij

i j

b

i

b

M M

E I
dx

L

E I
= =∫ 6

.
(37)
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Rys.7. Efektywne odkszta³cenie skurczu betonu w funkcji procentu zbrojenia
Fig.7. Efficient shrinkage strains in concrete in dependence of percentage of reinforcement



Moment bezw³adnoœci dŸwigara zespolonego I ϕ wystêpuj¹cy w (36) i (37) mo¿na ob-
liczyæ z (17), na podstawie obliczonej z (24) wartoœci M

b
, gdy przyjmie siê M = 1

i N = 0 oraz ε
sk

= 0. Wówczas z (17) uzyska siê wzór

I
I

M M

b

b b

ϕ ρϕ
=

+
⋅

=( ) ( )1

1

1
.

(38)

Macierz podatnoœci w przypadku belki ci¹g³ej ma budowê pasmow¹ δ
ij

= 0, gdy
j i> +1. Z zasady Bettiego otrzymuje siê δ δ

ji ij
= . Wyrazy wolne oblicza siê, po wy-

korzystaniu (17) i (24), gdy M = 0 i N = 0 ze wzoru

δ
ε ρϕ

εε
ϕ

i

i sk

b

b i i

b b

b sk

M M

E I
dx

L L

E I
M= =

+ + +∫
( ) ( )( )

( )
1

2
1 .

(39)

Uk³ad równañ dla przyjêtego schematu wyjœciowego metody si³ ma budowê regu-
larn¹, pasmow¹. Przyk³adowo, dla belki piêcioprzês³owej, jest on nastêpuj¹cy
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Rys.8. Schemat metody si³ dla belki ci¹g³ej
Fig.8. Scheme of the force method for a continuous beam



W przypadku przêse³ o jednakowej rozpiêtoœci L, uk³ad równañ (40) mo¿na uproœciæ
dziel¹c obustronnie przez L. Wówczas elementy macierzy przyjmuj¹ wartoœci liczbowe
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b sk

b

( )

( )

ε
. (41)

Dla takiej sytuacji momenty podporowe X
i

oblicza siê ze wzoru

X
M

M M
i i

b sk

b

= −
=

µ
ε( )

( )1
,

(42)

przyjmuj¹c wartoœci wspó³czynników µ
i

podane w tablicy 1 [5].

Tablica 1. Wartoœci wspó³czynników momentów podporowych µ
i

Table 1. Values of hogging moment coefficients µ
i

Liczba przêse³
Numer podpory

i = 1 i = 2 i = 3

2 1,500

3 1,200 1,200

4 1,286 0,857 1,286

5 1,263 0,947 0,947

6 1,269 0,923 1,038

Gdy przyk³adowo przyjmie siê przekrój poprzeczny dŸwigara o charakterystykach
geometrycznych i parametrach materia³owych podanych na rys. 6a, uk³ad równañ
(24) bêdzie postaci

10786 0 1 13023

0 1 1 1

3 7736 1 10388 0

10

, ,

, ,

,

− −
−
− 981 0 1 0 7251−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥,

.

Gdy M = 1 MNm i N = 0 oraz ε
sk

= 0, otrzymuje siê z (24) rozwi¹zanie M M
b
( )= =1

203,73 kNm, natomiast od oddzia³ywania skurczu betonów oraz gdy M = 0 i N = 0
otrzymuje siê M

b sk
( )ε = 206,06 kNm. Momenty podporowe dla uk³adu cztero-

przês³owego, obliczone na podstawie (42)
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M

M M

b sk

b

( )

( )
,

ε
=

=
1

101144
(42a)

i tablicy wynosz¹ X
1
= 1300,7 kNm oraz X

2
= 866,8 kNm. Porównanie M M

b
( )=1

oraz M
b sk
( )ε wskazuje na istotne znaczenie wzbudzonych si³ wewnêtrznych, wyni-

kaj¹cych z oddzia³ywania skurczu betonu, w projektowaniu ci¹g³ych mostów wielo-
przês³owych.

8. UGIÊCIA D�WIGARÓW SPOWODOWANE SKURCZEM
I PE£ZANIEM BETONU

Ze zmian¹ odkszta³ceñ w p³ycie betonowej i belce zwi¹zana jest zmiana krzywizny
dŸwigara zespolonego. Zwi¹zek pomiêdzy odkszta³ceniem górnych i dolnych
w³ókien dŸwigara oraz jego krzywizn¹ mo¿na zapisaæ jako

ρ
ε ε

( )
( ) ( )

t
t t

H

wg bd=
+

,
(43)

a wykorzystuj¹c zasadê p³askich przekrojów, mo¿emy przyj¹æ, ¿e

ρ ρ ρ ρ( ) ( ) ( ) ( )t t t t
b p w

= = = . (44)

Krzywizna ugiêcia w ka¿dym przekroju na d³ugoœci dŸwigara jest proporcjonalna do
globalnego momentu zginaj¹cego M

sk
( )ε , powsta³ego od skurczu betonu

1 2

2ρ
ε

ϕ

= = −d w

dx

M

EI

sk
( )

,
(45)

a jego czêœci sk³adowe jak we wzorze (17). DŸwigar zespolony, pryzmatyczny
(o sta³ych wymiarach przekroju poprzecznego na jego d³ugoœci), poddany skurczowi
betonu ulega wygiêciu, a jego linia przemieszczenia ma kszta³t paraboli drugiego stop-
nia.

Belka swobodnie podparta

Ugiêcie belki jest wprost proporcjonalne do jej krzywizny ρ( )t . W œrodku belki swo-
bodnie podpartej o rozpiêtoœci L, przy sta³ej wartoœci momentu zginaj¹cego na d³ugo-
œci, wartoœæ ugiêcia wynosi

w
ML

E I
b

=
2

8 ϕ

.
(46)

Po uwzglêdnieniu warunku zgodnoœci krzywizn elementów dŸwigara, podanego w
(11) otrzymuje siê

w
L M

E I

b

b b

b
= ⋅ +

2

8
1( )ρϕ .

(47)
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Zmiany ugiêæ wywo³ane tylko pe³zaniem betonu p³yty pomostowej w mostach stalo-
wych, zespolonych s¹ niewielkie (ϕ

b
=0). Wskazuj¹ na to wyniki analizy przedsta-

wione na rys. 6. Otrzymamy bowiem ugiêcia od sta³ego obci¹¿enia równomiernie
roz³o¿onego

w
L M

E I

b

b b

b
= ⋅ +5

48
1

2

( )ρϕ (48)

w skrajnych przypadkach, rozpatrywanych na rys. 6 ( ϕ
b
= 0):

• wartoœæ minimaln¹, gdy ϕ
p
= 1,0 i ϕ

w
= 3,0

w
L

E I
b b

min
,=18 627

5

48

2

,

• wartoœæ maksymaln¹, gdy ϕ
p
= 1,8 i ϕ

w
= 1,8

w
L

E I
b b

min
,=20 027

5

48

2

,

a wiêc wartoœci ró¿ni¹ce siê zaledwie o 7 %. Na podstawie wzoru (17) widoczne jest
równie¿, ¿e pe³zanie ma niewielki wp³yw (ok. 7 %) na sztywnoœæ dŸwigara zespolo-
nego, bowiem

E I
M

M
E I

b

b

b bϕ = . (49)

Istotne znaczenie na ugiêcie przês³a ma skurcz betonu p³yty. Przyk³adowo, dla rozpiê-
toœci przês³a L= 18 m i danych z (42a), wskaŸnik w/Lobliczony ze wzoru (47) wynosi

w

L

L M

E I

b sk

b b

=
⋅

= ⋅
⋅ ⋅

=
( ) ,

,

ε
8

18 0 20606

8 206000 0 00167

1

742
,

a wiêc jest porównywalny ze skutkami obci¹¿eñ zmiennych.

Uk³ady wieloprzês³owe

Ugiêcie konstrukcji w dowolnie wybranym punkcie j przês³a, wywo³ane skurczem i
pe³zaniem betonu, a œciœle momentem zginaj¹cym M xε( ), oblicza siê zgodnie z zasa-
dami mechaniki budowli jako

w
M x M x

EI x
dx

j

jL

( )
( ) ( )

( )
ε ε=

⋅
∫0 ,

(50)

gdzie: M x
j
( ) jest momentem zginaj¹cym, powsta³ym od si³y jednostkowej przy³o¿o-

nej do schematu konstrukcji w punkcie j. Ca³kowanie w zakresie x L( , )0 mo¿na
roz³o¿yæ na czêœci, a nastêpnie wyniki sumowaæ. Jedna z tych czêœci, dotycz¹ca od-
cinka ik, przy za³o¿eniu, ¿e na tym odcinku wystêpuje sta³a sztywnoœæ giêtna dŸwiga-
ra EI ϕ (jak dla obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych), jest obliczona jako
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=
⋅

∫ .
(51)

Wykorzystuj¹c równanie zgodnoœci krzywizn (17) przekszta³ca siê równanie (51) do
postaci

w M
E I

M x dx
j

ik

b sk

b

b b

jx

x

i

k

( ) ( ) ( )ε ε
ρϕ

=
+

∫
1

.
(52)

Ugiêcie pryzmatycznego prêta wywo³ane przez skurcz i pe³zanie betonu mo¿na trakto-
waæ jako efekt zmiany temperatury [5], w postaci nierównomiernego, na wysokoœci
dŸwigara, ogrzania prêta δ

t g d
t t= − −( )∆ ∆ , ale sta³ego na odcinku ik. Sk³adnik ugiê-

cia dla analizowanego odcinka ik oblicza siê wówczas z równania

w
H

M x dx
j

ik

t

t

j

x

x

i

k

( ) ( )δ
α δ

=
⋅

∫ ,
(53)

gdzie wysokoœæ dŸwigara jest równa

H r c a v
g d

= + + + . (54)

Wartoœæ dodatniaδ
t

(53) oznacza oziêbienie p³yty pomostowej i ogrzanie dolnej war-
stwy belki, co powoduje wygiêcie dŸwigara w kierunku do do³u. Porównuj¹c (52) z
(53) otrzymuje siê

M

E I H

b sk

b b

b

t
( )

( )
ε

ρ ϕ
α δ

1+ ⋅ =
⋅

.
(55)

A wiêc oddzia³ywanie skurczu i pe³zania betonu na odcinku ik jest równowa¿ne nie-
równomiernej (na wysokoœci przekroju) zmianie temperatury na tym odcinku o war-
toœæ δ

t
. St¹d, dla za³o¿onego wspó³czynnika rozszerzalnoœci liniowej α, otrzymuje

siê

δ
ε

α
ρ ϕ

t

b sk

b b

b

HM

E I
= + ⋅

( )
( )1 .

(56)

Dla danych jak w przyk³adzie podanym na rys. 6, gdyαE
b
= 2,06, otrzymuje siê z (56)

δ
t
= ⋅

⋅
=1025 0 20606

2 06 0 00167
61 4

, ,

, ,
, °C .

Zastêpcza ró¿nica temperatury odpowiadaj¹ca oddzia³ywaniu skurczu i pe³zania beto-
nu w zespolonym dŸwigarze stalowym jest wiêc wiêksza ni¿ normowe wahania tem-
peratur.
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9. WNIOSKI

Dla rozpatrywanego uk³adu zespolonego uzyskano rozwi¹zanie, w którym globalne,
wypadkowe si³y przekrojowe rozk³ada siê na sk³adowe, przy³o¿one do elementów
tworz¹cych dŸwigar: belki, p³yty pierwotnej i p³yty wtórnej. W przyk³adach liczbo-
wych wskazano na skutecznoœæ ujêcia wp³ywu skurczu i pe³zania betonów na si³y we-
wnêtrzne i ugiêcia w dŸwigarze zespolonym, równie¿ w mostach wieloprzês³owych.

Przedstawione rozwi¹zanie umo¿liwia analizê parametryczn¹ efektów wynikaj¹cych
z zespolenia betonowej, dwuwarstwowej p³yty pomostowej z belk¹ stalow¹ lub prefa-
brykatem betonowym w dŸwigarze mostowym. Wyniki analizy wskaza³y niewielki
wp³yw pe³zania betonu na naprê¿enia i ugiêcia w stalowych mostach zespolonych.
Stwierdzono istotny wp³yw skurczu betonu na wartoœci si³ wewnêtrznych, w szczegó-
lnoœci w mostach wieloprzês³owych. Wskazano na znaczny wp³yw zbrojenia elemen-
tów z betonu na redukcjê efektów oddzia³ywania skurczu.

WYKAZ PODSTAWOWYCH OZNACZEÑ

A
b
, I

b
– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego belki

A
p
, I

p
– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty

pierwotnej

A
w

, I
w

– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego
p³yty wtórnej

A
pb

, I
pb

– sprowadzone pole powierzchni, sprowadzony moment
bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty pierwotnej

A
wb

, I
wb

– sprowadzone pole powierzchni, sprowadzony moment
bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

E
b

– modu³ sprê¿ystoœci belki

E
p

– modu³ sprê¿ystoœci p³yty pierwotnej

E
w

– modu³ sprê¿ystoœci p³yty wtórnej

H – wysokoœæ dŸwigara zespolonego

I ϕ – sprowadzony moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego
dŸwigara zespolonego

M , N – wypadkowy moment zginaj¹cy i si³a osiowa,
odniesione do przekroju poprzecznego dŸwigara zespolonego

M
b
, N

b
– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,

odniesione do przekroju poprzecznego belki

M
p
, N

p
– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,

odniesione do przekroju poprzecznego p³yty pierwotnej
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M
w

, N
w

– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,
odniesione do przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

a – odleg³oœæ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci belki i p³yty pierwotnej

c – odleg³oœæ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci p³yty pierwotnej i wtórnej

r
g
, r

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci

przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

v
g
, v

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci przekroju

poprzecznego belki

y
g
, y

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci przekroju

poprzecznego p³yty pierwotnej

w – ugiêcie dŸwigara

ε
sk

b

– odkszta³cenia jednostkowe, wywo³ane skurczem betonu belki

ε
sk

p – dkszta³cenia jednostkowe, wywo³ane skurczem betonu p³yty pierwotnej

ε
sk

w – odkszta³cenia jednostkowe, wywo³ane skurczem betonu p³yty wtórnej

ϕ
b

– wspó³czynnik pe³zania betonu belki

ϕ
p

– wspó³czynnik pe³zania betonu p³yty pierwotnej

ϕ
w

– wspó³czynnik pe³zania betonu p³yty wtórnej

ρ – promieñ krzywizny belki zginanej
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RHEOLOGICAL EFFECTS IN COMPOSITE BEAMS
WITH SANDWICH DECK SLAB

Abstract

The paper concerns bridge spans made of steel beams combined with a concrete slab,
boarding for the bridge deck slab. It also relates to bridges made of precast beams, rehabilitated
with use of additional layer of a concrete slab. Effects of connection of a bridge beam with a
sandwich concrete deck slab are analyzed in the work. For such composite structure there is
proposed a solution in which global, resultant internal forces are separated into components
imposed to the elements forming the girder i.e.: the beam and both layers of the sandwich slab.
Influence of concrete creep and shrinkage on the internal forces and deflections of the
composite girder is shown. Rheological processes are described with use of a model of the
substitute modulus of elasticity. Numerical examples given in the paper show the effects of
concrete creep and shrinkage in steel-concrete composite bridges, particularly in continuous
beams.
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