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PRYZMATYCZNYCH W ZAKRESIE

ODKSZTA£CEÑ PLASTYCZNYCH2)

STRESZCZENIE. Praca zawiera analizê statecznoœci œciskanych prêtów pryzmatycznych o

przekroju ko³owym pe³nym, w zakresie odkszta³ceñ plastycznych, gdy rozwa¿ane s¹ smuk³oœci

prêtów � ��
H

, gdzie � �
H H

E R� / , a R
H

jest granic¹ proporcjonalnoœci materia³u.

Przedstawiono opis badañ eksperymentalnych przeprowadzonych przez Z. Wasiutyñskiego

oraz badañ w³asnych i na ich podstawie przeprowadzono analizê wyników tych badañ, co

umo¿liwi³o wyprowadzenie zaproponowanych przez autora wzorów okreœlaj¹cych parametry

statyczne i geometryczne prêta materialnego oraz wartoœci energii i pracy si³ zewnêtrznych

stanu ekstremalnego, œciskanego osiowo prêta. Analizê uzupe³niano obliczeniami

wspó³czynników pewnoœci konstrukcji, które – wg zaproponowanej w pracy teorii – maj¹

wartoœci mniejsze ni¿ te wynikaj¹ce z normy PN-90/B-03200, dotycz¹cej obliczeñ statycznych i

projektowania konstrukcji stalowych, a zw³aszcza mostów drogowych i kolejowych.

W miarê zmniejszania siê smuk³oœci œciskanych prêtów stwierdzono – w wyniku badañ –, ¿e

bardzo szybko wzrasta ich praca œciskania L
œæ

przy jednoczesnym zmniejszaniu siê pracy

zginania L
zg

. Stwierdzono równie¿, ¿e oœ dzia³ania ekstremalnych si³ niszcz¹cych P
n

pozostaje

wewn¹trz rdzenia przekroju poprzecznego prêta, a to wskazuje, ¿e bardzo krêpe prêty –

mog¹ce przenosiæ osiowe naprê¿enia œciskaj¹ce zbli¿one do granicy plastycznoœci R
e

–

podlegaj¹ nieznacznemu wyboczeniu.
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1. WSTÊP

Przedmiotem pracy jest analiza wyboczeniowa osiowo œciskanych, prostych i krê-
pych prêtów pryzmatycznych. Zakres pracy obejmuje prêty o smuk³oœciach � ��

H
,

gdzie � �
H H

E R� / , a R
H

oznacza granicê proporcjonalnoœci w próbie rozci¹gania
materia³u, natomiast E oznacza modu³ Younga. Przedstawiono oryginalny model wy-
boczenia prêtów stalowych, który zosta³ potwierdzony wynikami badañ eksperymen-
talnych przeprowadzonych przez autora oraz rezultatami badañ dostêpnymi w
literaturze.

W pracy [1] wykazano, ¿e w zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych œciskane
osiowo prêty o smuk³oœciach � � �

H r� � s¹ niszczone si³ami P Pn E
� , przy czym P

E
oznacza eulerowsk¹ si³ê krytyczn¹. Smuk³oœæ � r , rozdzielaj¹ca zakres ugiêæ sprê¿ys-
tych od zakresu ugiêæ sprê¿ysto-plastycznych, jest zale¿na od granicy proporcjonal-
noœci R

H
i od kszta³tu przekroju poprzecznego prêta.

Na podstawie badañ opublikowanych w [2] stwierdzono, ¿e tylko przy du¿ych
smuk³oœciach � �� r œciskane prêty przenosz¹ eulerowskie si³y krytyczne P

E
przy sprê-

¿ystej, statecznej wyboczonej postaci. W prêtach o smuk³oœci� �� r , przy ich œciskaniu,
wystêpuj¹ trwa³e odkszta³cenia �	 trw (w ca³ej objêtoœci prêta), w wyniku czego modu³
wyboczeniowy Ew staje siê mniejszy od modu³u Young'a E i to zjawisko wp³ywa na
wyst¹pienie ekstremalnych si³ niszcz¹cych P Pn E

� , przy których wybaczany prêt stalo-

wy osi¹ga wartoœæ maksymalnej energii sprê¿ystejU R E Ai
H H

� 
 
3 2/ /� , nazwanej

energi¹ adekwatn¹. Przyjêto tu oznaczenia: A – pole powierzchni przekroju poprzeczne-
go, i – promieñ bezw³adnoœci przekroju.

Przy smuk³oœciach � �� � w chwili wyst¹pienia ekstremalnych si³ niszcz¹cych Pn –
prêty materialne osi¹gaj¹ adekwatn¹ energiê U U

E H
� , wynikaj¹c¹ równie¿ z hiper-

boli Eulera, co stwierdzono przeprowadzonymi badaniami œciskanych prêtów o prze-
krojach ko³owym i kwadratowym, wykonanych ze stali 18G2A i St4SX, u¿ywanych
na noœne konstrukcje in¿ynierskie, jak np. mostów drogowych i kolejowych oraz suw-
nic.

Aby omówiæ zjawiska fizyczne zwi¹zane ze œciskaniem stalowych prostych prêtów
pryzmatycznych, przedstawiono poni¿ej niezbêdne wzory wyprowadzone w pracach
[1 - 4].

Podstawowa zale¿noœæ wynikaj¹ca z równania równowagi jest nastêpuj¹ca:

k
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2
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sk¹d krzywizna w po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta

1 4 22

2

2




� �

n

n n

n

n n

w

f

l f

P f

E J
� � �

sin ( / )
,

(1.2)

DROGI i MOSTY 1/2006

54 Jerzy Odorowicz



gdzie:

Pn – si³a niszcz¹ca, J – moment bezw³adnoœci przekroju, l – d³ugoœæ prêta,
f n – ugiêcie prêta w po³owie d³ugoœci, � n – k¹t obrotu koñca prêta,

 n – promieñ krzywizny.

Krytyczne odkszta³cenie osi wyboczonego prêta okreœla wzór:

	 � � � 

k n w on n l

E Z� � �2 2
2

/ / ( / )
/

. (1.3)

Iloczyn przemieszczeñ poprzecznych w po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta:

( )
/

Z f ion n l

 �

2
2 , (1.4)

gdzie:

Zon – wspó³rzêdna po³o¿enia osi obojêtnej.

Na podstawie (1.3) otrzymuje siê wzory na krytyczne skrócenie osi prêta:

�l l i l i
k k

� � �	 � � �2 2 2/ / , (1.5)

które wystêpuje w œciskanym prêcie ju¿ przy sile P P
E

� / 3 .

Przy czystym œciskaniu prêta wystêpuje adekwatny modu³

E
P l

l Aœc
� �




�

, (1.6)

natomiast adekwatny modu³ wyboczeniowy wystêpuj¹cy przy pojawianiu siê ugiêæ
œciskanego prêta

E
P l

J
w
� �


 2

2�
.

(1.7)

Okazuje siê, ¿e E Eœc w
� �� tylko przy obci¹¿eniu P P

E
� 3 .

Maksymaln¹ energiê sprê¿yst¹ uk³adu materialnego okreœla:
• bilans energii zginania i œciskania prêta, zapisany w postaci

2
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2( )
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 ,

(1.8)

gdzie � oznacza iloraz si³ P
k

i Pn (� � P P
k n/ ), albo

• bilans prac si³ zewnêtrznych
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Wzglêdne ugiêcie niszcz¹ce okreœla wzór:

a
f

ln
n

H

� � ��
�

� � �3 2

1
.

(1.10)

Iloraz si³ zapisuje siê w nastêpuj¹cej postaci:

� � � �� �E Ew r/ ( / ) . (1.11)

gdzie wyk³adnik

� �� ln / ln
H rX . (1.12)

Wspó³czynnik � �
H H n w

P P E E� � �/ /
2 2 2

wyznacza siê z zale¿noœci:

� �
H H r rX X� � �1 1 12 4/ / / , (1.13)

gdzie X r r H
� � �/ wyznacza siê ze wzoru:

X X
W

A i
X Xr r r r� �



�1 12/ ( / ) . (1.14)

Trwa³e odkszta³cenia okreœlono nastêpuj¹co:

�	
�

� 	 �trw
n

w
kE

� � � �( / ) ( / )1 1 1 1 . (1.15)

Iloraz przemieszczeñ wyznacza siê w postaci:

B
f

ln
n

zg n

n

n n

� �
��

2 4

1 4 42�

�

� �

cos( / )

[ cos ( / )]sin( / )
. (1.16)

K¹t obrotu koñców okreœla wzór:

� �n nf l� 
2 2arcsin( / ) , (1.17)

a niszcz¹cy moment zginaj¹cy:

M W
EJ

l Bzg zg
n

n

� 
 �



�
�

�4 4cos( / )
. (1.18)

2. ZALE¯NOŒCI PODSTAWOWE W ZAKRESIE ODKSZTA£CEÑ
PLASTYCZNYCH

2.1. OKREŒLENIE NAPRÊ¯EÑ NISZCZ¥CYCH

Na rys. 2.1 przedstawiono schematycznie wykresy hiperboli Eulera, krzywej Karma-
na, hiperboli � oraz krzywej rzeczywistych naprê¿eñ niszcz¹cych � n . Charakterysty-
czne punkty wykresu oznaczono cyframi od 1 do 7.
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W zakresie odkszta³ceñ sprê¿ystych (A) przy � �� r wystêpuj¹ eulerowskie naprê¿e-
nia � � � �

k E
E� � 2 2/ , potwierdzone badaniami [2 i 3]. W zakresie odkszta³ceñ

sprê¿ysto-plastycznych (B) przy smuk³oœci � � �r H
� � wystêpuj¹ ekstremalne na-

prê¿enia niszcz¹ce � � �n wE� 2 2/ , wg pracy [1]. Krzywa naprê¿eñ niszcz¹cych

� � �n wn nE� 2 2/ w zakresie odkszta³ceñ plastycznych (C) przebiega przez punkty

2-4-7, poni¿ej krzywej Karmana [5].

Z granic¹ proporcjonalnoœci R
H

s¹ zwi¹zane punkty 1, 2, 3 i 4, a z granic¹ plastyczno-
œci Re – punkty 5, 6 i 7. W p. 5 na hiperboli Eulera wyst¹pi¹; si³a P

E 5
, naprê¿enie�

E 5
,

energia U
E 5

, d³ugoœæ prêta l
5
, smuk³oœæ �

5
itd. Powy¿ej p. 2 hiperbola � staje siê

hiperbol¹ �� i wszystkie wartoœci z ni¹ zwi¹zane oznaczane s¹ kropkami (np. w p. 3
wyst¹pi¹ �

3
� , �

3
� , ugiêcie f

3
�, energiaU

3
�, modu³ wyboczeniowy E

w 3
� itd.).

Wszystkie wartoœci zwi¹zane z krzyw¹ naprê¿eñ niszcz¹cych� n s¹ wyró¿nione indek-
sem „n” z cyfr¹ (np. w p. 4 wyst¹pi¹ oznaczenia �

n4
, �

n4
, P

n4
, f

n4
,U

n4
, modu³ wybo-

czeniowo-sieczny E
wn4

itd.).

W pracy [1] w odniesieniu do przekroju ko³owego pe³nego wyznaczono wg wzoru
(1.13) wspó³czynnik � �

H
� �

2
1,1552 , co umo¿liwia zapisanie wzoru na niszcz¹ce

naprê¿enia w p. 2

�
�

�

�

� �n
w

H H

E E
2

2
2

2

2

2
2

� � ,
(2.1)
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Rys.2.1. Schematyczny wykres naprê¿eñ niszcz¹cych �
n

przy � ��
r

Fig.2.1. Failure stresses �
n

versus slenderness ratio plotted for � ��
r



a w osi prêta wyst¹pi odkszta³cenie trwa³e wg (1.15). Przy smuk³oœci � ��
H

linia na-
prê¿eñ � n odchodzi od linii hiperboli �� i wynika to ze wzrastaj¹cej adekwatnej ener-
gii uk³adu. Naprê¿enie normalne R

H n
� �

4
mo¿e wyst¹piæ tylko w prêcie

rzeczywistym o smuk³oœci �
n4

, a teoretycznie w prêcie fikcyjnym o smuk³oœci �
3
� i

prêcie o smuk³oœci �
H

, w p. 1 hiperboli Eulera.

Zapiszmy wiêc, ¿e

�

� �

�

�

2

3
2

3

2

2

E E

H
� �

� ,
(2.2)

sk¹d otrzymujemy

� � �
3
2

3
2� � �
H

. (2.3)

Na podstawie (1.11) mo¿na zapisaæ:

� � � �
3 3
� �� ( / )r , (2.4)

a z (2.3) oraz z (2.4) otrzymuje siê:

� � �� �
3

2 2� � �( )
r H

(2.5)

i st¹d wyznacza siê:

� � �� �
3

2 1 2� �� ( / ) / ( )
H r , (2.6)

natomiast na podstawie (2.3) mo¿na zapisaæ:

� � �
3 3
� ��

H
/ . (2.7)

Na linii naprê¿eñ niszcz¹cych miêdzy punktami 2 �4 przy naprê¿eniach�
n i( )

równych
naprê¿eniom�

�� ( )i
, wystêpuj¹cych na hiperboli��, wzór na modu³ wyboczeniowy ma

postaæ nastêpuj¹c¹:

E E
E

wni wi
i

H i

i

H

� ��
�

�

��

� �

�

�
.

(2.8)

Przy � � �
3 3

1� ��/ /
H

otrzymuje siê modu³ wyboczeniowy w p. 4:

E E
E E

wn w

H

4 3
3

3 3 3
1 5

1
� � ��

�

� � �

�

� � � � ,
.

(2.9)

W zwi¹zku z tym

�

�

�

� �

�

�

�

�

2
4

4
2

2

4
2

3
1 5

2
3

3
2

2

2

E E E Ewn

n n

w

H

� � �
�

�

�,
,

(2.10)

st¹d wynika, ¿e

� � �
n H4 3

0 75� �/ , , (2.11)
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a miêdzy punktami 2 i 4 dowolna smuk³oœæ prêta stalowego wynika z zale¿noœci:

� � �
ni i H

� �3 / . (2.12)

Modu³ wyboczeniowo-sieczny w punkcie 4 mo¿emy okreœliæ z zale¿noœci:

E
R E

E R
E

wn
H w

trw w H

4
3

3 4 3

3
1 5�

�
�

�

�
�

�

�	
�

( )

,/ ,
(2.13)

albo

E
R E

E R
E

wn
H

trw H

4

1 4

3
1 5�

�
�

�

�

�	
�

( )

,/ ,
(2.14)

st¹d

�	 �
trw H

wn

HR
E E

R

E4

4

3
1 51 1

1� � � ��( ) ( ), .
(2.15)

Odkszta³cenia trwa³e (2.15) wystêpuj¹ w osi prêta, natomiast po stronie wklês³ej w
po³owie jego d³ugoœci bêd¹ odpowiednio wiêksze. Odkszta³cenia trwa³e okreœla wzór
ogólny

�	 �
trwi i

wni
E E

� �( )
1 1

. (2.16)

Modu³y wyboczeniowo-osiowe Ewn wystêpuj¹ w ca³ej objêtoœci materia³u wyboczo-
nego prêta o smuk³oœci � ��

H
.

Mo¿emy zapisaæ wzór ogólny na niszcz¹ce naprê¿enia w zakresie odkszta³ceñ plasty-
cznych:

� � �n wn nE� 2 2/ . (2.17)

Przyk³ad obliczeniowy

Rozwa¿my prêty wykonane ze stali D50, wykazuj¹ce granicê plastycznoœci
Re � 402 MPa, granicê proporcjonalnoœci R

H
� 317,62 MPa przy module

E � 210100 MPa, gdy � �
H H

E R� �/ 80,8. Prêty stalowe o œrednicy d � 0,1 cm

badane w zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych opisano w pracy [1]. W odnie-
sieniu do przekroju ko³owego pe³nego smuk³oœæ rozdzielaj¹ca wynosi
� �r H

� 
 �4 3961 355 2, , . Z tablicy 4.1 wyk³adnik potêgi wynosi �� ��� �� !"#! i z
(2.6) otrzymujemy smuk³oœæ fikcyjn¹�

3
74 8993� � , , a z zale¿noœci (2.4) �

3
116377� � , .

Na podstawie wzoru (1.11) otrzymuje siê E E
w 3 3
� �� / � .

Przy �
H

� 80 8, i �
3

11638� � , otrzymujemy z (2.11) smuk³oœæ

�
n4

721127� , .
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Obliczmy odkszta³cenie trwa³e miêdzy puktami 3-4

�	
�

�

�

�

�

�
� �

trw

n H

( )
,( ) ,

3 4

2

4
2

2

3
2

2

2 3
1 5

3
138618

� �

� �� � � � � 
 �10 4 ,

natomiast ca³kowite odkszta³cenie trwa³e miêdzy punktami1 4� wynosi

�	
�

�

�

�

�

�
�

trw

n H H

( )
,( ) ,

1 4

2

4
2

2

2

2

2 3
1 5 1 3 8625 10

�
� �� � � � � 
 4 .

W tablicy 4.1 podano wartoœci wspó³czynników �
3
� i wartoœci �	

trw 4
dla 4-ech ró¿-

nych przekrojów:

1. w rozpatrywanym przekroju ko³owym pe³nym wyst¹pi E
wn4

167343� MPa,
2. w przekroju kwadratowym pe³nym E

wn4
157500� MPa,

3. w rurze kwadratowej przy gruboœci œcianki g � 0,05H E
wn4

153300� MPa,
4. w rurze okr¹g³ej przy gruboœci œcianki g � 0,05D E

wn4
163470� MPa.

Z dokonanego porównania wynika, ¿e w prêtach cienkoœciennych o adekwatnych
smuk³oœciach �

n4
wystêpuje wiêksze wytê¿enie materia³u przy osiowym naprê¿eniu

�
n H

R
4

� .

Podstawiaj¹c wyznaczone wartoœci �
3
� i E

w 3
, �

n4
i E

wn4
otrzymuje siê:

�
�

�3

2
3

3
2

317 62�
�

�
� � �

E
Rw

H
, MPa ,

oraz

�
�

�n
wn

n

H

E
R

4

2
4

4
2

317 62� � �, MPa .

Powy¿sze wyniki potwierdzaj¹, ¿e potrafimy wyznaczyæ adekwatne modu³y E
w 3
� i

E
wn4

oraz smuk³oœæ fikcyjn¹�
3
� i rzeczywist¹�

n4
. Uogólniaj¹c mo¿emy stwierdziæ, ¿e

uda³o siê wyznaczyæ naprê¿enia niszcz¹ce � n na odcinku linii miêdzy punktami 2� 4,
wyró¿nionymi na wykresie rys. 2.1.

2.2. ADEKWATNA ENERGIA UK£ADU MATERIALNEGO, PRZY
OSIOWYM NAPRÊ¯ENIU �

n H
R4 �

Wzglêdne ugiêcie prêta fikcyjnego okreœla nastêpuj¹cy wzór na podstawie (1.10):

a
f

li
i

i

i

H

i

i

i i
�

�

�

�
� �

�

� �� � � � �
�

�
� �

�
� �$1

1
1/ / ,

(2.18)

a ugiêcie zaœ okresla wzór:

f i
i i i
� � �� �� �1/ . (2.19)
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Zwa¿ywszy, ¿e

L U R E Ai
E H H H H3 3

3
3

3 3 2� � 
� �( / ) ( / ) / /� � � � � (2.20)

zapisujemy bilans prac w odniesieniu do prêtów fikcyjnych przy �
3
� � R

H

2
3 3 3 3

3L L L U
zg œc E H H
� � �� � � ( / )� � , (2.21)

a przy wiêkszych smuk³oœciach � � �
3
� �� �

i H
, miêdzy punktami 2 i 3 bêdzie

2 3L L L U
zgi œci Ei H i H
� � �� � � ( / )� � . (2.22)

Po podstawieniu do (2.21) wyra¿eñ na L i L
zg œc3 3
� � otrzymuje siê:

2
4 2 23

2
3

2

3

3

2 2

3 3

3

2 2

3

P
f

l
P

i

l
P

i

lE
�

�

�

�

� � �
� �

� �

�

�
.

(2.23)

W prêcie rzeczywistym o smuk³oœci �
n4

i prêcie fikcyjnym o smuk³oœci �
3
� wyst¹pi¹

jednakowe si³y P P P R A
n H H4 3

� � � 
� i w zwi¹zku z tym zbli¿enia koñców prêtów
od zginania �l zg musz¹ byæ sobie równe. Na podstawie zale¿noœci

f l f l
n n4
2

4 3
2

3
/ /� � � , (2.24)

wykorzystuj¹c wzory (2.7) oraz (2.11) otrzymuje siê:

f f
n4 3 3

1 8� � �/ /� . (2.25)

Ogólnie przy � � �
ni i H

� �� na podstawie wzoru (2.24) przy wykorzystaniu wzoru
(2.19) otrzymuje siê zale¿noœæ:

f f i
ni i ni i i ni i

� � �� � � � �� � � � � �$/ / /1 , (2.26)

natomiast

a
f

lni
ni

ni

i i

ni i

� � �



� �

�
� �

� �
1

1
/ .

(2.27)

Wykorzystuj¹c (2.14) i (2.18) z powy¿szego wzoru otrzymuje siê:

a a
n

H

4 3 3
3
1 8

3

3 3
3
5 8

3 3
1 81 1� � � � �� �

�

�

� �
�

� �� �
�

�
� �

�

�
�/ /

/ /
/ .

(2.28)

Aktualna jest zale¿noœæ

sin /�
� �

2
2 2

� �
f

l
a . (2.29)

Mo¿emy zatem zapisaæ bilans prac w odniesieniu do prêta rzeczywistego o d³ugoœci
l

n4
< L

3
� , gdy U L

E E3 3
�

2
4 4 3 3

3L L L U
zgn œcn E H H

� � � �( / )� � , (2.30)
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a po rozwiniêciu wyrazów

2
4 4 2

4

2
4

2

4 4

4

2 2

4 4

3

2 2

P
f

l
P

i

l E E
P

i
n

n

n n

n

n wn

E

�

�
� �

cos( / ) /
� �

2
3

l �
.

(2.31)

Podobnie zapiszemy bilans energii od si³ wewnêtrznych

2
4 4 3 3

3U U U U
zgn œcn E H H

� � � �( / )� � , (2.32)

po rozwiniêciu wyrazów

2
4 4 2

4 4
2

4

2

4 4

4
2

4 4( )

cos( / )

/P f l

E J

P l E E

EA

P
n n n

wn n

n n wn E

�
� � 3

2
3

2

l

EA

�

.
(2.33)

Przy wiêkszych smuk³oœciach � � �
n ni H4

� � bilans pracy wed³ug (2.31) przyjmuje
postaæ

2
4 4 2

2 2 2 2 2 2P f

l
P

i

l E E
P

ini ni

ni ni

ni

ni wni

Ei

�

�
� �

cos( / ) /
� �

2l
i
�

(2.34)

i odpowiednio bilans energii

2
4 4 2

2 2( )

cos( / )

/P f l

E J

P l E E

EA

P
ni ni ni

wni ni

ni ni wni E



� �
�

i i
l

EA

2

2

� (2.35)

i zawsze bêdzie

L U U
Ei Ei H H

� � �( / )� �
3

3 . (2.36)

Przyk³ad obliczeniowy

Kontynuuj¹c poprzednio przedstawiony przyk³ad dla prêta ze stali D50, przy
�

3
11638� � , oraz i d� �/ , /4 01 4cm otrzymujemy z (2.19) f

3
0 0122� � , cm, a z (2.18)

a
3

36 4975 10� �� 
, . Przy d³ugosci prêta l i
3 3

18725� �� 
 �� , cm otrzymamy pracê zgina-

nia

L R A l R A
f

lzg H zg H3 3

2
3

2

3

4

4
4 865 10� �

�

�

�� � 
 � 
�
�

, J ,

natomiast praca œciskania tego prêta

L R A
l

R A
i

l
œc H

k
H3

3
2 2

3 3

3

2 2
3 809 10�

�

� �

�� � 
 � 

� �

�
, J .

Zauwa¿my, ¿e L L
œc H3
� � , poniewa¿ l i i l

H H3 3 3 3
� � � �� � 
 �� � � � .
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Wzoruj¹c siê na bilansie prac si³ zewnêtrznych wg wzoru (1.9) otrzymuje siê:

2 2 4 865 10 3 809 10 4 782 10
3 3

4 3 3L L
zg œc
� � � � �� � 
 
 � 
 � 
, , , J .

Przy smuk³oœci �
3
� z hiperboli Eulera otrzymamy naprê¿enie i si³ê

� � �
E

E
3

2
3
2 369 63� ��/ , MPa , sk¹d P A

E E3 3
29 03� 
 �� , daN

i w zwi¹zku z tym przy l l
3 3

18725� �� , cm otrzymamy pracê œciskania

L P
l

P
i

lE E
k

E3 3
3

3

2 2

3

3

2 2
4 782 10� � � 
 �� �
, J ,

której wartoœæ odpowiada wczeœniej podanemu bilansowi prac.

Przy �
3

11638� � , i �
H

� 80 8, otrzymujemy a
n4

0 006621� , , z wzoru (2.29) otrzymu-
jemy k¹t �

n4
11918� , � .

Przy œrednicy d = 0,1 cm i �
n4

=72,1127 otrzymujemy d³ugoœæ prêta

l i
n n4 4

18028� 
 �� , cm .

Praca zginania prêta rzeczywistego wynosi zatem

L
R A f

l

R A a l
zgn

H n

n n

H n n
4

2 2

4 4

2
4

2
4

4 4 4
�



�


 
�

�

�

�cos( / ) cos(
n4

4

4
4 865 10

/ )
,� 
 � J .

Praca œciskania

L R A
l R A i

l E E

R A i

l
œcn H

kn H

n wn

H

n

4
4

2 2

4 4

2 2

4 3
2 2 2

� 
 � �



�

� � �

�/ 1 5

33 809 10
,

,� 
 � J .

Okazuje siê, ¿e L L
zgn zg4 3

� � , a praca œciskania L L
œcn œc4 3

� � .

Energia zginania prêta rzeczywistego

U
P l l

Ezgn
n n n

wn n

4
4 4

2
4

4 4

4

4 4
4 865 10�



� 
 �( )

cos( / )
,

�
J ,

a energia œciskania

U
P l E E

EA

P l

EAœcn

n n wn n n
4

4
2

4 4 4
2

4 3
0 75

3

2 2
3 809 10� � 


�
�

/
,

,�
J .

Energia œciskania prêta o d³ugoœci l
3
� wynikaj¹ca z hiperboli Eulera

U
P l

EAE
E

3
3

2
3

2

2

29 031 18725

2 210100 0 00785
4 782� �




 


�
, ,

,
, 
 �10 3 J .
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2.3. SPRAWDZENIE WYPROWADZONYCH ZALE¯NOŒCI

Przed przyst¹pieniem do rozwa¿añ nad stanem uk³adu materialnego przy granicy pla-
stycznoœci Re – sprawdŸmy wyprowadzone zale¿noœci dotycz¹ce granicy sprê¿ystoœci
R

H
, wyznaczanej punktach 1, 3 i 4 na wykresie (rys. 2.1).

Przy �
n n

a
4 4

119180 0 006621� �, , ,� i l
n4

18028� , cm otrzymuje siê ugiêcie

f a l
n n n4 4 4

0 0119� 
 � , cm.

Ze wzoru (1.1) otrzymuje siê:

� �2

4
2

2
4

4
2 2

4 2
3 036652

1

l f
n

n

n

� �
sin ( / )

,
cm

.

Ze wzoru (1.2) wynika, ¿e

1 1

27 5875

1

4

2
4

4
2


�

n

n

n

f

l
� �

, cm
.

Ze wzoru (1.4) otrzymuje siê

Z
on4

0 0524� , cm .
Ze wzoru (1.3) jest

	 

k on n

Z� �
4 4

0 00190/ , ,

	 � � �
k n

� � �2
4

2 2 272111 0 00190/ / , , ,

	 �
k n wn

E� � �
4 4

317 62 167343 0 00190/ , / , .

Ze wzoru (1.16) wynika iloraz przemieszczeñ B
n4

6121126� , , a ze wzoru (2.9) przy

K E E
n wn4 4 3

1 5 125545� � ��/ ,.�

otrzymuje siê ze wzoru (1.18)

Mg
EJ

l Bm

n

n

n

4

3
1 5

4

4

4

4 4
0 029776� 
 �

��

�
,

cos( / )
, Nm ,

gdy

Mg P f
n n n4 4 4

0 029776� 
 � , Nm
oraz gdy

Mg E J
n wn n4 4 4

0 029776� �/ ,
 Nm .

W przytoczonych rozwa¿aniach Z
on4

jest wspó³rzêdn¹ po³o¿enia osi obojêtnej w
po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta. Powy¿sze wyniki wskazuj¹ na prawid³owoœæ
rozwa¿añ przedstawionych w rozdziale 2.2.
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3. ADEKWATNA ENERGIA UK£ADU MATERIALNEGO PRZY
NAPRÊ¯ENIU NORMALNYM �

n e
R7 �

Z wykresu na rys. 2.1 wynika, ¿e przy granicy plastycznoœci wyst¹pi równoœæ zale¿-
noœci

�

�

�

� �

�

�

2
7

7
2

2

6
2

6

2

5
2

E E E
Rwn

n

e� � �
� �

,
(3.1)

sk¹d

� � �
6
2

6 5
2� �
 � , (3.2)

a poniewa¿

� � � �
6 6
� �� ( / )r , (3.3)

wiêc z (3.2) bêdzie

� � �� �
r 
 �� �

6
2

5
2( ) . (3.4)

Mo¿emy zatem wyznaczyæ smuk³oœæ fikcyjn¹

�
�

�

�

��

�

�

�

6
5
2

1 2
2

1 2

�

� �

�
�

�
�
�

�

�
�
� �




�

�
��

�

�
��

r e r

E

R

/ ( ) / ( )

.
(3.5)

Przy normalnych naprê¿eniach R R
H ni e� �� , gdy � � � #6

� � �� �
i

oraz gdy,
� � �

5
� ��

Ei H
otrzymujemy wzór ogólny

�
�

�

�

� ��

�

�i
Ei

r ni r

E�

� �

�
�

�
�
�

�

�
�
� �




�

�
�
�

�

�
�
�

2
1 2

2
1 2/ ( ) / ( �)

.
(3.6)

Modu³ wyboczeniowy zwi¹zany z hiperbol¹ �� osi¹gnie w p. 6 wartoœæ

E
E R

E
w

trw e

6

6 6

1

1
�

� �
�

�
�

/ /�	 �
, (3.7)

a przy � � �
6 3
� � �� �

i
oraz gdy � � �

6 3
� � �� �

i
bêdzie ogólnie

E
E

E
wi

trwi i i

�

� � �
�

�
�

1

1/ /�	 � �
, (3.8)

gdzie przy � � �
5

� �
i H

�	
�

�

�

�trwi

i i

�

�
� �

2

2

2

2
.

(3.9)

Zapisujemy bilans prac

P l l L
n zgn œcn E7 7 7 6

2( )� � � . (3.10)
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Okreœlaj¹c modu³

E R
wn n e7 7

2 2� � �/ (3.11)

uproszczamy iloraz

E

E

E

Rwn n e n7

2

7
2

5
2

7
2

� �
�

�

�

�
.

(3.12)

Na podstawie (2.27) jest

a
n n7 6 6 7 6

1� � 
� � �� � � �/ / , (3.12a)

a po przemno¿eniu stronami przez �
n7

i po podniesieniu do kwadratu jest

% &a a
n n7
2

7 6 6 6 6
2

6
1
 � � � 
� � � � �� � � � �/ / . (3.12b)

W powy¿szym równaniu wystêpuj¹ po lewej stronie dwie niewiadome i nie ma mo¿li-
woœci zapisania drugiego równania. Wyznaczenie œcis³ych wartoœci smuk³oœci �

n7
i

ugiêcia krytycznego jest jednak mo¿liwe. W tym celu równanie wg zapisu (3.12b)
przemna¿amy stronami przez wartoœæ �

6
1 5� , i po uporz¹dkowaniu zapisu bêdzie

a
n n7
2

7
6
1 5

6
1 5

6
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�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

,

,
.

(3.12c)

Okazuje siê, ¿e lewa strona powy¿szego zapisu okreœla krytyczne odkszta³cenie œci-
skanego prêta o smuk³oœci �

n7

�

�

�

�

2

7
2

6

6n

�
�

�

(3.12d)

sk¹d smuk³oœæ

� � � �
n7 6 6

� � �/ . (3.13)

Przy smuk³oœciach � �
ni n

�
4

tworzymy zale¿noœæ na okreœlenie modu³u E
wni

E E
E

wni wn
i

X

i�
�

�
�
�

�

�
�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

� �

�

�4

3 3
1 5

3

�

� �

�

�,
.

(3.14)

Przy E E
wni wn

�
7

wyznaczamy wartoœæ wyk³adnika X z wzoru ogólnego

X
E E

wn n� �
�

� �

�ln( / )

ln( / )

ln( / )

ln

, ,�

� �

� � �
3
1 5

7

6 3

3
1 5

7
2

5
2

( / )� �
6 3
� �

.
(3.15)

Przy smuk³oœciach� � �
6 3
� � �� �

i
na podstawie wzorów (2.13) i (3.9) mo¿emy zapisaæ

E
Ewni

ni ni ni

i� �
�

�
�
�

�

�
�
� �

'

(
)
)

*

+
,
,

�

�

1
1 2

2

2

2
/

�
�

�

�

�

� (3.17)
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i porównuj¹c z (3.14) otrzymujemy wzór na smuk³oœæ rzeczywist¹

�
� �

� �

� �

� �

� �

ni
i i

X

X

r i
X

X
� �

� � �

� �

� � �

� �

( )

,

( )

,

2

3
1 5

3

2

3
1 5

3

,
(3.17)

z którego wyznaczamy wzór na smuk³oœæ fikcyjn¹

% &� � � � �� �

i
X

ni r

X� � � � �
�

3
1 5

3
2

1 2
,

/ ( )
/ . (3.18)

Wyprowadzone wzory umo¿liwiaj¹ wykonanie wykresu linii naprê¿eñ niszcz¹cych
�

ni
przy smuk³oœciach � �

ni n
�

4
oraz gdy � �

i
� ��

3
.

Przekszta³caj¹c wzór (2.14) do postaci ogólnej

E E
wni trwni ni

� �1 1/ ( / / )�	 � , (3.19)

otrzymamy wzór na trwa³e odkszta³cenie wystêpuj¹ce w osi prêta

�	 �
trwni ni wni

E E� �( / / )1 1 , (3.20)

natomiast w dowolnym punkcie przekroju, gdy � � �
i ni gni

� - wartoœæ trwa³ego od-
kszta³cenia �	

trwi
okreœla wzór (2.16).

Mo¿emy zatem zapisaæ wzór ogólny na bilans prac przy �
n eR

7
�

% &2
7 7 6 6

3
L L L L

zgn œcn E H H
� � � �� �/ (3.21)

i bilans energii

% &2
7 7 6 6

3
U U U U

zgn œcn E H H
� � � �� �/ , (3.22)

a po rozwiniêciu wyrazów otrzymamy

% &
2

4 2 2
7 7

2

7

7

7
2

7 6
2

6

6

P f l

E J

P l E E

EA

P l

EA
n n n

wn

n wn E H� � �
�

�
�

/ �

�
�
�

�

�
�
�

3

U
H

.
(3.23)

Przyk³ad obliczeniowy

Przy �
5

718204� , , gdy � r � 355 205, i � �1 10 2623/ , otrzymujemy

��
r f� ��1 77218 0 0127

6
, , , cm wg (2.19)

�
6 6

661754 16544� �� �, , ,l cm

�
6 6

1177895 0 0076532� �� �, , ,a .

Przy tych wartoœciach z (3.1) otrzymujemy

�
�

� �6

2

6
2

6

402�

� �
� � �

E
ReMPa .

STATECZNOŒÆ PRÊTÓW STALOWYCH W ZAKRESIE PLASTYCZNYM 67



Odkszta³cenie trwa³e miêdzy punktami 5-6 okreœlimy z zale¿noœci

�	
�

�

�

�trw 6

2

6
2

2

5
2

0 00034�

�
� � � , ,

�	 	 �
�

�
�

trw k6 6

2

5
2 6

1 1 0 00034� � �� � � � �( ) ( ) , .

Przy powy¿szych odkszta³ceniach trwa³ych z wzoru (3.7) otrzymamy

E

E

MPa
E

w 6

6

1
1 0 00034

402

178368�

�
�

�
� �

, �
.

Przy smuk³oœci � �
6 6
� � wyznaczamy z hiperboli Eulera si³ê œciskaj¹c¹

P EA l
E 6

2
6
2 37 19� �� / , daN

i w zwi¹zku z tym otrzymamy pracê œciskania

L P
l

P
i

U
E E

k
E

H
6 6

6
6

2

6 6

3

2 2
0 0069332� � � �

�

�
�
�

�

�
�
��

� �
�

�

�
, J

H
.

Przy sile niszcz¹cej P R A
n e7

31573� � , daN, na podstawie (3.10) po rozwiniêciu wy-
razów otrzymujemy:

2
4 2

0 0022
2

7
2

7

2 2

7 7

� �f

l

i

l E E
n

n n wn

� �
/

, cm .

a po uporz¹dkowaniu sk³adników zapisu otrzymujemy

f

l

a l

l
a in

n

n n

n

n n
7

2

7

7
2

7
2

7

7
2

7
59 6892 10�



� 
 
 � 
 �� , cm ,

sk¹d iloczyn a
n n7
2

7
33 8757 10� � 
 �, .

Rozpatrzmy uk³ady wystêpuj¹ce w p. 3 i 4 wykresu na rys. 2.1. Z zapisu poprzednich
przyk³adów obliczeniowych wynika, ¿e praca zginania L L

zg zg3 4
� � oraz L L

œæ œæ3 4
� � .

Wyniki te wskazuj¹, ¿e przy jednakowych si³ach P P R A
n H3 4

� � � 
 wystêpuj¹ jedna-
kowe zbli¿enia koñców prêtów od zginania i œciskania. Zapiszmy zatem równoœæ

� �l
f

l

f

l
l

zgn
n

n

zg4

2
4

2

4

2
3

2

3

34 4
� � �

�

�

�� �
,

z której jest

a l

l

a l

l
n n

n

4
2

4
2

4

3
2

3
2

3

�
� �

�

i ostatecznie otrzymujemy
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a a
n n4
2

4 3
2

3
331616 10
 � 
 � 
� � �� � , ,

a iloraz ugiêæ

f

f
n

3

4

0 0121655

0 0119369
1019150

�

� �
,

,
, ,

iloraz smuk³oœci zaœ

�

�
�3

4

3
1 4 3

4

74 89930

7211257
103865

�
�

�

� � � �
�

�
�
�

�

n n

f

f

,

,
, /

�
�
�

2

.

Przy granicy plastycznoœci Re w prêtach o smuk³oœciach �
6
� i �

n7
wystêpuj¹ równie¿

jednakowe zbli¿enia ich koñców. Wykorzystuj¹c wzór (3.13) zapisujemy podobnie
jak w powy¿szym podanym wzorze, ¿e przy granicy plastycznoœci jest

�

�

� �

� �

� �

�
6

7

6 6

6

6 6 6

7

2� � �

�

� � �

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

n n

f

f
.

Przy granicy plastycznoœci R Re � �
0 2

402
,

MPa wystêpuj¹ wiêc:

�
n n

l
7 7

23 547498 0 5886874� �, , , cm ,wg (3.13)

oraz f
n7

0 0075527� , cm ,

a f l
n n n7 7 7

0 0128297� �/ , ,

�l i
kn n7

2
7

0104784� �� �/ , cm,

�l f l
zgn n n7

2
7

2
7

44 2 3909 10� � 
 �� / , cm ,

E E E
wn n7 7

2
5
2 01074954 22584 779� � 
 �� �/ , , MPa ,wg (3.12)

R Ee wn n
� 
 �

7
2

7
2 402� �/ MPa .

Otrzymane wyniki potwierdzaj¹ œcis³oœæ zale¿noœci wskazuj¹cych na s³usznoœæ wzo-
ru (3.13). W rozdziale 10 niniejszej pracy udowodnimy dodatkowo, ¿e wzór (3.13)
jest œcis³y.

Na podstawie (3.12c) i (3.12d) mo¿emy zapisaæ równoœæ

�

� �
�

�

�

2

7
2

7
2

7
2 2 7

6
1 5

6
1 5 1

n

n

n

n

f

i
� 


�

�

�

,

,
,

sk¹d po przekszta³ceniach otrzymujemy

f i
n n7
2

7
2 2 6

1 5

6
1 5

1

 � 


��

�
� �

�

�

,

,
.
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Przy �
6
� =1,177895 oraz i d� �/ /4 1 40 cm wartoœæ prawej strony równoœci – odnie-

sionej do hiperboli�� – wynosi 1,34325 cm 2 , natomiast wartoœæ lewej strony – odnie-

sionej do linii naprê¿eñ niszcz¹cych � n – wynosi równie¿ 1,34323
10�3 cm 2 i to jest

potwierdzeniem, ¿e zapis (3.12d) jest prawid³owy.

Wed³ug (3.11) wartoœæ rzeczywistego modu³u w p. 7 linii naprê¿eñ � n wynosi

E R
wn n e7 7

2 2 22585� �� �/ MPa .

Przy �
5

7182074� , i �
3

1163� � , , gdy �
n7

23 547498� , otrzymujemy z (3.15)

X � �
ln ,

ln ,
,

01349555

0 8835248
16173099 .

Przy granicy plastycznoœci Re � 402 MPa w osi prêta o przekroju ko³owym pe³nym i
smuk³oœci �

n7
jego odkszta³cenie wynosi

	 � �
n e wn n

R E
7 7

2
7

2 0 0177996� � �/ / , ,

a trwa³e odkszta³cenie

�	 � � � �
trw n7

2
7

2 2
5
2 0 0158862� � �/ / , ,

Jak wczeœniej obliczono si³a P
E 6

37 19� , daN, sk¹d praca œciskania wynosi

L P l P
i

l
J

E E k E
H

6 6 6 6

2 2

6 6

3

2
2

0 0069332� � � �
�

�
�
�

�

�
�
��

� / ,
� �

�
U

H
.

Przy sile

P R Ae6
315730� � 
 � , daN

otrzymamy pracê zginania

L P
f

lzg 6 6

2
6

2

6
4

0 00075480� �
�

�
� �

�
, J

oraz pracê œciskania

L P
i

œc 6 6

2

6 6
2

0 00542345� �

� �
� �

�

� �
, J ,

a bilans pracy

2 0 0069332
6 6 6

L L L
zg œc E
� �� � �, J .

W odniesieniu do prêta stalowego przy sile P P
n7 6

� �, przy ugiêciu rzeczywistym
f a l

n n n7 7 7
0 0075527� 
 � , cm otrzymamy pracê zginania

L P
f

l
L

zgn n
n

n

zg7 7

2
7

2

7

64
0 00075480� � � ��
, J ,
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a praca œciskania wynosi

L P
i

l E E
J L

œcn n

n n

œæ7 7

2

7 7

6
2

0 00542345� � ��

/
, .

Bilans prac jest zgodny z podanym powy¿ej:

2 0 0069332
7 7 6

L L L
zgn œcn E

� � �, J .

4. TEORETYCZNE WYKRESY LINII NAPRÊ¯EÑ
NISZCZ¥CYCH �

n

W celu u³atwienia wykreœlenia wykresów � � �n n� ( ) , sporz¹dzono tablicê 4.1, w
której podano obliczone na podstawie pracy [1] wspó³czynniki w odniesieniu do
4-ech ró¿nych przekrojów prêtów, wykonanych ze stali D50, przyjêtego do rozwa¿añ.
W celu wykonania prawid³owych wykresów teoretycznych nale¿y w kolejnoœci obli-
czyæ:

– smuk³oœæ fikcyjn¹ �
6
� wg (3.5), (smuk³oœæ � r i � , wg tablicy 4.1),

– wspó³czynnik �
6
� wg wzoru (3.3),

– iloczyn % &a
6

2
6 6 6 6

1� � � � �
 � �� � � �/ / wg (3.12b)

– smuk³oœci �
n7

wg wzoru (3.13),

– wyk³adnik X wg wzoru (3.15), (wspó³czynnik �
3
� wg tablicy 4.1).

Wed³ug powy¿szych wskazañ wykonano obliczenia zestawione w tablicach 4.2 �4.5,
w odniesieniu do 4-ech ró¿nych przekrojów prêta, podanych w tablicy 4.1.

W poszczególnych kolumnach powy¿szych tablic podano numery wzorów, na pod-
stawie których wykonano obliczenia. Na rysunkach 4.1 �4.4 przedstawiono graficzn¹
ilustracjê wyników obliczeñ. Krzy¿ykami okreœlono punkty wyznaczone wspó³rzêd-
nymi ( , )� �

ni ni
wg kolumn 2 i 7 tablic podanych nad ka¿dym rysunkiem. Linie teore-

tycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

– przy ró¿nych przekrojach poprzecznych – s¹
bardzo podobne.

Niepokoj¹ce s¹ podane w dolnej czêœci ka¿dego rysunku rzeczywiste wartoœci
wspó³czynników pewnoœci n

ni dop
� � �/ , odniesione do poszczególnych smuk³oœci�..

Ich œrednia wartoœæ wynosi zaledwie n �126, , a powinno byæ co najmniej n �1 75, .
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Poz. �ni �i
� �i

�
�

�
� ��i

E

i

� �
�

2

2 Ewni
�

�

�ni
wni

ni

E
�

2

2

[MPa] [MPa] [MPa]

1 2 3 4 5 6 7

1 23,54750

(3
.1

3)

66,17539 (3
.5

)
1,177895

w
g

(1
.1

1)

402,00 22585,0

w
g

(3
.1

4)

402,00

2 35 69,14187

w
g

(3
.1

8)

1,172873 369,82 45901,7 369,80

3 50 71,92502 1,168372 343,07 86901,0 343,00

4 60 73,39071 1,166078 330,15 120425,6 330,15

5 70 74,65321 1,164141 319,12 158679,0 319,10

6 72,11257

(3
.1

2)

74,8993 (2
.6

)

1,16377

w
g

(1
.1

1)

317,62 167351,9

w
g

(2
.8

)

317,62

7 75 76,8855

w
g

(2
.1

2) 1,16080 302,19 177227,3 302,19

8 78 78,9224 1,15785 287,52 177240,2 287,52

9 80,8 80,8 1,15520 274,94 181873,3 274,94

Tablica 4.2. Zestawienie obliczeñ w odniesieniu do przekroju ko³owego pe³nego
Table 4.2. Comparison of results for filled circular cross-section

Rys.4.1. Wykres teoretycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

wykonany na podstawie tablicy 4.2

Fig.4.1. Theoretical failure stresses �
ni

plotted from results put presented in table 4.2



Poz. �ni �i
� �i

�
�

�
� ��i

E

i

� �
�

2

2 Ewni
�

�

�ni
wni

ni

E
�

2

2

[MPa] [MPa] [MPa]

1 2 3 4 5 6 7

1 23,23444 (3
.1

3)

65,58757 (3
.5

)
1,199103

w
g

(1
.1

1)

402,00 21988,3

w
g

(3
.1

4)

402,00

2 35 68,65190

w
g

(3
.1

8)

1,192875 368,83 45778,6 368,80

3 50 71,46609 1,187478 342,19 86677,3 342,20

4 60 72,90250 1,184729 329,32 120122,2 329,30

5 70 73,55591 1,183524 323,83 138624,7 323,80

6 71,2705

(3
.1

2)

74,31507 (2
.6

)

1,18214

w
g

(1
.1

1)

317,62 163466,1

w
g

(2
.8

)

317,62

7 75 76,88553

w
g

(2
.1

2) 1,17756 297,89 169776,9 297,89

8 78 78,92238 1,17406 283,55 174791,0 283,55

9 80,8 80,8 1,17090 271,26 179434,7 271,26
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Tablica 4.3. Zestawienie obliczeñ w odniesieniu do rury o zarysie ko³owym
Table 4.3. Comparison of results for tubular cross-section

Rys.4.2. Wykres teoretycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

wykonany na podstawie tablicy 4.3

Fig.4.2. Theoretical failure stresses �
ni

plotted from results presented in table 4.3



Poz. �ni �i
� �i

�
�

�
� ��i

E

i

� �
�

2

2 Ewni
�

�

�ni
wni

ni

E
�

2

2

[MPa] [MPa] [MPa]

1 2 3 4 5 6 7

1 22,74037

(3
.1

3)

64,65419 (3
.5

)
1,233961

w
g

(1
.1

1)

402,00 21063,0

w
g

(3
.1

4)

402,00

2 35 68,43375

w
g

(3
.1

8)

1,223975 361,75 44900,3 361,75

3 50 70,94837 1,217674 338,30 85693,9 338,30

4 60 72,26925 1,214466 326,90 119243,9 326,90

5 70 72,85688 1,213060 322,00 137856,9 322,00

6 69,95942

(3
.1

2)

73,40088 (2
.6

)

1,211702

w
g

(1
.1

1)

317,62 15750,5

w
g

(2
.8

)

317,62

7 75 76,88553

w
g

(2
.1

2) 1,203758 291,40 166081,0 291,40

8 78 78,92238 1,199265 277,60 171119,5 277,60

9 80,8 80,8 1,195200 265,74 175786,5 265,75
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Tablica 4.4. Zestawienie obliczeñ w odniesieniu do przekroju kwadratowego pe³nego
Table 4.4. Comparison of results for square cross-section

Rys.4.3. Wykres teoretycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

wykonany na podstawie tablicy 4.4

Fig.4.3. Theoretical failure stresses �
ni

plotted from results presented in table 4.4
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E
�

2

2

[MPa)] [MPa] [MPa]

1 2 3 4 5 6 7

1 22,37970 (3
.1

3)

63,96898 (3
.5

)
1,260552

w
g

(1
.1

1)

402,00 20400,2

w
g

(3
.1

4)

402,00

2 35 67,31768

w
g

(3
.1

8)

1,249895 366,10 45439,1 336,10

3 50 70,11369 1,237544 340,85 86337,6 340,85

4 60 71,58748 1,237171 327,06 119295,7 327,06

5 70 72,24426 1,235292 321,62 137681,8 321,60

6 69,00168

(3
.1

2)

72,74010 (2
.6

)

1,233890

w
g

(1
.1

1)

317,62 153222,0

w
g

(2
.8

)

317,62

7 75 76,88553

w
g

(2
.1

2) 1,222560 286,92 163526,9 286,92

8 78 78,92238 1,217528 273,49 168590,9 273,49

9 80,8 80,8 1,212500 261,95 173278,4 261,95

DROGI i MOSTY 1/2006

76 Jerzy Odorowicz

Tablica 4.5. Zestawienie obliczeñ w odniesieniu do rury o zarysie kwadratowym
Table 4.5. Comparison of results for square box cross-section

Rys.4.4. Wykres teoretycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

wykonany na podstawie tablicy 4.5

Fig.4.4. Theoretical failure stresses �
ni

plotted from results presented in table 4.5



5. ANALIZA WYNIKÓW BADAÑ Z. WASIUTYÑSKIEGO [6]

Z. Wasiutyñski w latach 1928-32 przeprowadzi³ badania œciskanych prêtów stalo-
wych o przekroju ko³owym pe³nym z podstawkami, przedstawione na rys. 5.1. Prêty
zachowywa³y siê jak obustronnie utwierdzone, o d³ugoœci wyboczeniowej lw . Prêty
ze stali chromo niklowej (4 seria badañ) , ówczesnej marki „Poldi- CNS”, charakte-
ryzowa³y siê nastêpuj¹cymi parametrami: wytrzyma³oœæ Rm � 965 MPa, granica pla-
stycznoœci Re � 877 5, MPa, granica proporcjalnoœci R

H
� 605 MPa, modu³ Young’a

E � 206500 MPa, smuk³oœæ �
H

� 58 041, .

Wyniki badañ tej serii próbek przedstawiono w tablicy 5.1 przyjmuj¹c nastêpuj¹ce
oznaczenia: d – œrednica przekroju prêta, Pn – si³a niszcz¹ca, � n – naprê¿enie
niszcz¹ce. Aby przeprowadziæ porównanie wyników badañ doœwiadczalnych z
przedstawion¹ teori¹ , przyjêto , ¿e prêty s¹ podparte obustronnie w idealnych prze-
gubach, a ich smuk³oœæ bêdzie równa po³owie smuk³oœci � w podanej w tablicy 5.1.

Z tablicy 4.1 w przypadku przekroju ko³owego pe³nego przyjmuje siê wyk³adnik
� �1 10 2632/ , , wspó³czynnik �

3
116377� � , oraz X r � 4 3961, . Na tej podstawie wyzna-

cza siê smuk³oœæ fikcyjn¹ �
3

53 802� � , , smuk³œæ rozdzielaj¹c¹ � r � 255152, , a
��

r �1 71596, , oraz smuk³oœæ �
n4

51800� , .

Wed³ug wzoru (2.12) przy � � �
n ni H4

� � smuk³oœæ okreœla nastêpuj¹cy wzór:

% &� � �
i ni H
� � 
2

1 3/
. Smuk³oœæ �

5
wynosi: � �

5
4819326� �E Re/ , . Na podstawie

wzoru (3.5) �
6

44 25048� � , , wed³ug (3.3) wspó³czynnik �
6

1186142� � , , natomiast
wed³ug (3.13) smuk³oœæ �

n7
1918847� , . Na podstawie (3.15) wyk³adnik

X � 8 259744, .

Na podstawie wzoru (3.18) mo¿na zapisaæ zale¿noœæ na okreœlenie smuk³oœci fikcyj-
nych przy � �

ni n
�

4
w postaci :

% &� �
i ni
� � 
 
1 4463 1014 2

0 098403
,

,
.
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Rys.5.1. Prêt z podstawkami

Fig.5.1. Test bar with stands



Tablica 5.1 Wyniki z 4-tej serii badañ Z. Wasiutyñskiego [6]
Table 5.1. Results of 4-th series of Z. Wasiutyñski tests [6]

Nr prêta d A i lw �w
wl

i
� Pn �n

nP

A
�

[cm] [cm2] [cm] [cm] [daN] [MPa]

57 0,896 0,6505 0,2240 33,96 151,8 1970 302,8

51 1,101 0,9521 0,2752 30,20 109,7 4880 512,6

53 1,100 0,9503 0,2749 24,48 89,1 5950 626,1

47 1,098 0,9503 0,2746 22,78 80,0 6460 682,2

54 1,099 0,9486 0,2747 19,22 70,0 6900 727,4

63 1,099 0,9486 0,2747 10,95 39,8 8220 866,5

Na podstawie powy¿szych parametrów obliczono naprê¿enia niszcz¹ce zestawiaj¹c
je w tablicy 5.2. Wyniki te umo¿liwiaj¹ wykonanie na rys. 5.2 wykresu teoretycznych
naprê¿eñ niszcz¹cych � �

ni nt� , a krzy¿yki z numerami prêtów wyznaczaj¹ naprê¿e-
nia � n .

Tablica 5.2. Zestawienie wyników obliczeñ do wykonania wykresu �
ni

na rys. 5.2
Table 5.2. Calculation results for �

ni
presentation at fig. 5.2

Nr
prêta

�
�

ni
w�

2
�i

�

�
�

�

�

i
r

i

�
�

�
�

�
��

�

�
��

�
�
� �ni

i i

E
�

�

2

2

�n
�

�
ni

n

[MPa] [MPa]

57 75,90 75,90 1,1254 314,36 302,80 1,0382

51 54,95 55,962 1,1593 561,36 512,60 1,0951

53 44,55 52,229 1,1671 640,16 626,10 1,0225

47 40,00 51,133 1,1696 669,49 682,20 0,9814

54 35,00 49,807 1,1726 700,66 727,40 0,9632

53 19,90 44,569 1,1853 865,61 866,50 0,9990

W kolejnej pi¹tej serii badañ Z. Wasiutyñskiego stosowano prêty ze stali chromo-ni-
klowej „TEM-Poldi”, o nastêpuj¹cych w³aœciwoœciach: Rm � 679MPa, Re � 531MPa,
R

H
� 365MPa, E � 214300MPa oraz smok³oœci �

H
� 76123, . Wyniki tych badañ za-

warte s¹ w tablicy 5.3. Wyznaczone na podstawie wzorów teorytycznych wartoœci
wyk³adnika � , wspó³czynnika �

3
� oraz X r s¹ takie jak poprzednio, wed³ug tablicy 4.1.

Ponadto, smuk³oœæ fikcyjna wynosi �
3

70 56386� � , , smuk³oœæ rozdzielaj¹ca
� r � 334 643, oraz ��

r �1 76191, , natomiast smuk³oœæ �
n4

67 93843� , .
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Tablica 5.3. Wyniki 5-tej serii badañ Z. Wasiutyñskiego [6]
Table 5.3. Results of 5-th series of Z. Wasiutyñski tests [6]

Nr
prêta

d A i lw �w
wl

i
� Pn �n

nP

A
�

[cm] [cm2] [cm] [cm] [daN] [MPa]

76 1,001 0,7870 0,25025 36,31 146,29 2340 297,3

78 1,002 0,7875 0,25050 35,07 140,00 2740 347,5

79 1,002 0,7875 0,25050 35,07 140,00 2710 343,7

77 1,001 0,7870 0,25025 31,70 126,68 2990 379,9

75 1,000 0,7870 0,25000 26,55 106,60 3400 433,0

73 1,000 0,7854 0,25000 21,62 86,48 3860 491,5

71 1,000 0,7854 0,25000 16,71 66,84 4050 515,8

70 1,001 0,7870 0,25025 11,64 46,14 4010 509,5

69 1,001 0,7870 0,25025 6,72 26,86 4660 592,1

Podstawiaj¹c wartoœci odpowiednich parametrów otrzymuje siê:
� �

5
6311226� �E Re/ , , st¹d wg (3.5) smuk³oœæ �

6
57 94264� � , , a wspó³czynnik

�
6

1186329� � , . Na podstawie (3.13) smuk³oœæ �
n7

2195566� , , natomiast wed³ug
(3.15) wyk³adnik X � 9 56155, . Zatem mo¿na zapisaæ zale¿noœæ na okreœlenie
smuk³oœci fikcyjnych przy � �

ni n
�

4
wed³ug (3.18) w postaci :

% &� �
i ni
� � 
 
3 3768 1017 2

0 0872272
,

,
.
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Rys.5.2. Wykres teoretycznych naprê¿eñ �
ni

dla prêtów ze stali „Poldi-CNS”

Fig.5.2. Theoretical failure stresses �
ni

for specimens made of “Poldi-CNS” steel



Wyniki obliczeñ zestawiono w tablicy 5.4, natomiast na rys. 5.3 przedstawiono wy-
kres teoretycznie wyznaczonych naprê¿eñ niszcz¹cych wraz z punktami reprezen-
tuj¹cymi wyniki doœwiadczeñ.

Tablica 5.4. Zestawienie wyników obliczeñ do wykonania wykresu �
ni

na rys. 5.3
Table 5.4. Calculation results for �

ni
presentation at fig. 5.3

Nr
prêta

�
�

ni
w�

2
�i

� �
�

�

�

i
r

i

�
�

�
�

�
��

�

�
��

�
�
� �ni

i i

E
�

�

2

2 �n

�

�
ni

n

[MPa] [MPa]

76 73,145 74,124 1,1582 332,37 297,30 1,1180

78 70,000 71,099 1,1629 359,79 347,50 1,0354

79 70,000 71,099 1,1629 359,79 343,70 1,0468

77 63,340 69,693 1,1652 373,37 379,90 0,9837

75 53,300 67,638 1,1686 395,62 433,00 0,9100

73 43,240 65,215 1,1727 424,05 491,50 0,8628

71 33,420 62,349 1,1779 461,92 515,80 0,8955

70 23,070 58,527 1,1852 520,98 509,50 1,0225

69 13,430 53,209 1,1997 622,72 592,10 1,0517
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Rys.5.3. Wykres teoretycznych naprê¿eñ �
ni

dla prêtów ze stali „TEM-Poldi”

Fig.5.3. Theoretical failure stresses �
ni

for specimens made of “TEM-Poldi” steel



Z wykresów wynika, ¿e wyniki doœwiadczeñ s¹ zbli¿one do teoretycznych linii �
ni

.
Wed³ug tablicy 5.2 œrednia wartoœæ ( / )� �

i n œr wynosi 1,0165 , a z tablicy 5.4
( / )� �

i n œr wynosi 0,9918 . Analiza wyników badañ Z. Wasiutyñskiego wskazuje, ¿e
o niszczeniu œciskanych prostych prêtów decyduje adekwatna energia okreœlona wzo-
rem (2.35).

6. BADANIA W£ASNE ŒCISKANYCH PRÊTÓW
O SMUK£OŒCIACH � ��

H

6.1. MATERIA£Y I PRÓBKI

W celu potwierdzenia przedstawionej teorii autor przeprowadzi³ badania nad œciska-
niem prêtów krêpych wykonanych ze stali budowlanych 18G2A i St4SX. Wzoruj¹c
siê na badaniach Z. Wasiutyñskiego, zastosowano próbki w postaci prêtów z podstaw-
kami, przedstawione na rys. 6.1. Na koñcówki centruj¹ce �4k6 wciskano hartowane
nasadki sto¿kowe, które wraz z prêtem wprowadzano do gniazd sto¿kowych w g³owi-
cy i belce poprzecznej prasy „Instron”, co zapewnia³o zachowanie osiowych obci¹¿eñ
prêtów.

Prêty stalowe o œrednicy d =13 mm. Przeciêto na odcinki 1 m i poddano zabiegowi re-
krystalizacji w celu otrzymania jednolitej struktury materia³u, pozbawionej wp³ywu
walcowania oraz przeci¹gania. Próbki wykonane z rekrystalizowanej 18G2A charak-
teryzowa³y siê nastêpuj¹cymi parametrami okreœlowymi w próbie rozci¹gania: wytrzy-
ma³oœæ Rm � 580MPa, granica plastycznoœci Re � 385 5, MPa, granica proporcjonalno-
œci R

H
� 267 MPa, modu³ Yonga E � 210590 MPa oraz smuk³oœæ �

H
� 88 23, .
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Rys.6.1. Schemat prêta z podstawkami

Fig.6.1. Test bar with stands



Próbki wykonane z rekrystalizowanej stali St4SX charakteryzowa³y siê nastêpuj¹cymi
parametrami: Rm � 455 MPa, Re � 260 MPa, R

H
�148 MPa, E � 210360 MPa, nato-

miast smuk³oœæ �
H

�118 44, .

Prêty do badañ wykonano w tolerancji szeregu IT5 wg PN-80/M-02138, stosowanym
w wykonawstwie przyrz¹dów pomiarowych. Tylko taka dok³adnoœæ wymiarowa i
geometryczna prêtów jest niezbêdna, aby otrzymaæ prawid³owe wyniki.

Stosowane d³ugoœci prêtów wynika³y z przyjêtych smuk³oœci �
ni

z godnie z nastê-
puj¹c¹ zale¿noœci¹:

l i
wi ni

� 2 �

6.2 WYNIKI DOŒWIADCZEÑ I OBLICZEÑ PRÊTÓW O PRZEKROJU
KO£OWYM ZE STALI 18G2A

Na podstawie tablicy 4.1 przyjmuje siê wspó³czynniki � �1 10 2632/ , , �
3

116377� � ,
oraz X r � 4 3961, . Na podstawie (2.7) smuk³oœæ fikcyjna wynosi �

3
81 7867� � , ,

smuk³oœæ rozdzielaj¹ca � r � 387 868, , natomiast ��
r �1 78743, oraz wg (2.11)

smuk³oœæ rzeczywista �
n4

78 74372� , .

Postêpuj¹c analogicznie jak opisano w rozdziale 5 otrzymuje siê: smuk³oœæ
�

5
73 42713� , , wg (3.5) �

6
67 42773� � , , wg (1.11) wspó³czynnik �

6
1185867� � , , a wg

(3.13) smuk³oœæ �
n7

23 68924� , . Wówczas wg (3.15) X �10 54111, .

Na podstawie wzoru (3.18) przy� �
ni n

�
4
smuk³oœci fikcyjne oblicza siê z zale¿noœci:

% & % &� � � � � �� �

i
X

ni r

X

ni
� � � � �

� � 
 

3
1 5

3
2

1 2
20 2

0
10195 10,

/ ( ) ,
/ ,

0803621

Wyniki obliczeñ zestawiono w tablicy 6.1 i porównano je z wynikami z badañ. Na rys.
6.2 przedstawiono wykres teoretycznych naprê¿eñ niszcz¹cych �

ni
, na którym krzy-

¿ykami zaznaczono naprê¿enia � n .wyznaczone doœwiadczalnie.

Tablica 6.1 Porównanie wyników teoretycznych z wynikami badañ
doœwiadczalnych prêtów ze stali 18G2A
Table 6.1. Comparison of theoretical and experimental results for 18G2A steel rods

Nr
prêta

�ni l iw � 2 ni� �i
� �

�

�

�

i
r

i

�
�

�
�

�
��

�

�
��

�
�
� �ni

i i

E
�

� �

2

2

Wyniki badañ
doœwiadczalnych

�

�
ni

n
Pn �n nP A� /

[cm] [MPa] [daN] [MPa]

12 90 29,25 90 1,15280 221,960 735,8 221,739 1,0010

13 80 26,00 82,6460 1,16250 261,210 863,5 260,223 1,0038

14 70 22,75 80,2539 1,16592 276,785 918,0 276,647 1,0005

16 50 16,25 76,0274 1,17208 306,790 1012,8 305,219 1,0051

17 50 9,75 70,0363 1,18149 358,641 1180,0 355,600 1,0085
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6.3. WYNIKI DOŒWIADCZEÑ I OBLICZEÑ PRÊTÓW
O PRZEKROJU KWADRATOWYM ZE STALI ST4SX

Wed³ug tablicy 4.1 wspó³czynniki wynosz¹: � �1 6 9919/ , , �
3

12118� � , oraz
X r � 3 4798, , wg (2.7) smuk³oœæ �

3
107 59273� � , , smuk³oœæ � r � 41214751, , przy

czym ��
r 2 36598, , wg (2.11) smuk³oœæ �

n4
102 54753� , .

Ponadto smuk³oœæ�
5

89 3603� , , wed³ug (3.5) smuk³oœæ�
6

79 43494� � , , natomiast wg
(1.11) wspó³czynnik �

6
1265514� � , , a wg (3.13) smuk³oœæ �

n7
24 88984� , oraz wg

(3.15) wyk³adnik X � 7 475819, .

Na podstawie (3.18) przy � �
ni n

�
4

smuk³oœci fikcyjne oblicza siê z zaleznoœci:

% &� �
i ni
� � 
 
8 7172 1014 2

0 107149
,

,

Wyniki przeprowadzonych badañ zestawiono w tablicy 6.2 i porównano je z wynika-
mi z badañ doœwiadczeñ. Na rys. 6.3 przedstawiono wykres teoretycznych naprê¿eñ
niszcz¹cych �

ni
oraz krzy¿ykami zaznaczono naprê¿enia � n z badañ doœwiadczal-

nych .
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Rys.6.2. Wykres naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

dla prêtów o œrednicy � = 6,5 mm

ze stali 18G2A, na podstawie danych w tablicy 6.1

Fig.6.2. Theoretical failure stresses �
ni

for specimens of radius

� = 6,5 mm made of 18G2A steel, according to table 6.1



Tablica 6.2. Porównanie wyników teoretycznych z wynikami badañ
doœwiadczalnych prêtów ze stali St4SX
Table 6.2. Comparison of theoretical and experimental results for St4SX steel rods

Nr
prêta

�ni l iw � 2 ni� �i
� �

�

�

�

i
r

i

�
�

�
�

�
��

�

�
��

�
�
� �ni

i i

E
�

� �

2

2

Wyniki badañ
doœwiadczalnych

�

�
ni

n
Pn �n nP A� /

[cm] [MPa] [daN] [MPa]

41 110 41,280 112,687 1,2038 135,821 572,1 135,384 1,0032

43 90 33,775 104,625 1,2166 155,896 656,8 155,456 1,0028

45 70 26,270 99,140 1,2260 172,291 726,6 171,976 1,0018

47 50 18,764 92,243 1,2387 196,976 828,5 196,095 1,0045

49 30 11,260 82,678 1,2583 241,380 1010,2 239,100 1,0095

Wyniki badañ potwierdzaj¹, ¿e w zakresie odkszta³ceñ plastycznych przy
smuk³oœciach � �

ni H
� doœwiadczalnie okreœlone, normalne naprê¿enia niszcz¹ce

� n nP A� / s¹ zgodne z teoretycznymi naprê¿eniami�
ni

, wyznaczonymi na podstawie
adekwatnej energii uk³adu materialnego, okreœlonej wzorem (2.35). Na wykresach
rys. 6.2 i 6.3 nad odciêtymi � podano wartoœci wspó³czynników pewnoœci konstrukcji
n

ni dop
� � �/ i z nich wynika, ¿e przy stosowaniu np. stali St4SX, konstrukcja noœna

obliczana wg obowi¹zuj¹cej wówczas normy PN-76/B-03200 by³a nara¿ona na
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Rys.6.3. Wykres naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

dla prêtów o boku H = 6,5 mm

ze stali St4SX, na podstawie danych w tablicy 6.2

Fig.6.3. Theoretical failure stresses �
ni

for specimens of square cross-section

of H= 6,5 mm made of St4SX steel, according to table 6.2



zniszczenie przy osiowych naprê¿eniach œciskaj¹cych � �n ni
� , mniejszych od naprê-

¿eñ dopuszczalnych 

dop

. Nale¿y domniemaæ, ¿e taka mog³a byæ przyczyna zaist-
nia³ych wielu awarii stacjonarnych stalowych konstrukcji noœnych, ruroci¹gów
energetycznych, kad³ubów okrêtów itp.

7. WYKRES NAPRÊ¯EÑ NISZCZ¥CYCH
WE WSPÓ£RZÊDNYCH ( , )	 �

Odkszta³cenie krytyczne wystêpuj¹ce w osi œciskanego prêta ju¿ przy sile
P P

ki
� / 3 , okreœlaj¹ zale¿noœci

	
� � � �

�

�

�kni
ni

wni

ni

i

X

ni
E E

� �
�

�
�
�

�

�
�
� �

� �

�
3
1 5

3
2

2

,

,
(7.1)

a wed³ug (3.20) odkszta³cenie trwa³e osi prêta okreœla wzór

�	
�

�

�

�trwni

ni Ei

� �
2

2

2

2
,

(7.2)

w którym �
Ei

oznacza smuk³oœæ odniesion¹ do hiperboli Eulera.

Przy pomocy powy¿szych zale¿noœci obliczono naprê¿enia niszcz¹ce i na rys.7.1
przedstawiono ich wykres . Wykres dotyczy prêtów o przekroju ko³owym pe³nym ze
stali D50, wynika z wykresu na rys. 4.1 na podstawie tablicy 4.2 . Na rys. 7.1 przedsta-
wiono wykresy z próby œciskania próbki stalowej o ma³ej smuk³oœci, nie wra¿liwej na
zjawisko wyboczenia ( )� � 20 , który jest bardzo zbli¿ony do wykresu z próby roz-
ci¹gania próbki. Analogiczne jak na rys. 2.1, na rys. 7.1 w odpowiednich miejscach
wyró¿niono punkty 1�7 oraz oznaczono zakresy odkszta³ceñ A, B i C. Wykres rze-
czywistych naprê¿eñ niszcz¹cych �

ni
przebiega przez punkty 0-2-4-7, wykres zaœ

hiperboli beta – przez punkty 0-2-3-6, a naprê¿enia wynikaj¹ce z hiperboli Eulera
przedstawia prosta przechodz¹ca przez punkty 0-1-5.Naprê¿enia œciskaj¹ce � ,wystê-
puj¹ce w próbce przy o smuk³oœci � � 20 , osi¹gaj¹ wartoœæ granicy plastycznoœci
Re � 402 MPa przy odkszta³ceniu 	

œc Re
,� 0 0039134 , sk¹d wynika adekwatna war-

toœæ modu³u siecznego

E R
œc e œcRe Re

/� �	 102725 MPa ,
w przypadku gdy �	 trwœc � 0 002, .

W p. 7 wykresu modu³ wyboczeniowo-sieczny osi¹ga wartoœæ

E
E

R
wn

X

e kn7

3
1 5

6

3

7
22584�

�

�
�
�

�

�
�
� � �

�

�

��

�

�
	

,
MPa

przy trwa³ym odkszta³ceniu

% &�	
trwn e wn

R E E
7 7

1 1 0 015887� � �/ / , ,

które jest prawie 8 razy wiêksze od przyjmowanej dotychczas wartoœci �	 trw � 0 002, .
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Porównanie powy¿szych wykresów wskazuje, ¿e przy fizycznym zjawisku wybocze-
nia wystêpuje zdecydowanie wiêksze wytê¿enie materia³u i dlatego nies³uszne jest
uto¿samianie granicy plastycznoœci Re z techniczn¹ granic¹ sprê¿ystoœci Rsp .

Z powy¿szej analizy wynika ponadto, ¿e przy zjawisku wyboczenia wystêpuje zdecy-
dowanie wiêksze wytê¿enie materia³u osiowo œciskanego prêta. Obliczony powy¿ej
iloraz modu³ów wynosi E E

œc wnRe
/ ,

7
4 55� , natomiast iloraz E E

wn
/ ,

7
9 33� .

Uwzglêdniaj¹c spostrze¿enie, ¿e iloraz odkszta³ceñ trwa³ych �	
trw 7

0 002 8/ , � mo¿na
dojœæ do wniosku, ¿e fizyczna zdolnoœæ materia³u do przeniesienia obci¹¿eñ zewnêt-
rznych jest znikoma.

8. ROZK£AD NAPRÊ¯EÑ W PO£OWIE D£UGOŒCI
WYBOCZONEGO PRÊTA

W pierwszej czêœci wykorzystano bilans prac, a w drugiej analizowano stan naprê¿e-
nia, aby sprawdziæ zgodnoœæ wyników obliczeñ.

Spoœród badanych doœwiadczalnie prêtów stalowych ze stali St4SX o przekroju kwa-
dratowym wybrano prêt nr 47, aby przeprowadziæ przyk³adowe obliczenia wed³ug
opracowanych wzorów. Wed³ug tablicy 6.2 smuk³oœæ �

n47
50� , a przy i H� / 12

otrzymuje siê l
n47

9 382� , cm, gdy smuk³oœæ fikcyjna �
47

92 243� � , i �
47

12387� � , oraz
H � 0 65, cm.
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Rys.7.1. Wykres naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

dla prêtów o przekroju ko³owym pe³nym

ze stali D50

Fig.7.1. Theoretical failure stresses �
ni

for specimens of circular cross-section

made of D50 steel



Maksymalna energia sprê¿ysta wynosiU
H

� 0 4889, J, sk¹d wg (2.35) energia uk³adu

% &U U
E H H47 47

3
10348� ��� �/ , J.

Wed³ug (2.26) ugiêcie niszcz¹ce wynosi

f i
n n47 47 47 47 47

1 0 0806� � �� � �� � � �/ / , cm .

Wed³ug (2.29) otrzymuje siê k¹t �
n47

1546� , � , a zbli¿enie koñców od zginania wyno-
si

% &. /�l l
zgn n n47 47

4
4

2 1 4 0 0017� 
 � �cos / ,� cm .

Zbli¿enie koñców prêta od œciskania wynosi

�l
i

E E
œcn

n wn

47

2

47 47

0 0180� �
�

� /
, cm ,

przy czym wed³ug (3.14) wyra¿enie E E
wn

/
47

okreœlone jest nastêpuj¹co

% &E E
wn

X
/ / ,,

/

47 3
1 5

3 47

1 2

2 053� '
()

*
+,

�� � �� � � .

Mo¿na zatem zapisaæ bilans prac:

P l l U
n zgn œcn E47 47 47 47

2 2( / )� �� �

i st¹d wynosi si³a P
n47

832 2� , daN, a osiowe naprê¿enie niszcz¹ce �
n47

196 97� , MPa .
Jak podano w Tablicy 6.2 doœwiadczalnie wyznaczna si³a wynosi³a P

n47
828 5� , daN,

czyli by³a mniejsza o 4,5% od obliczonej.

Przy adekwatnym module wyboczeniowo-siecznym

E
wn n n47 47 47

2 2 49893� 
 �� � �/ MPa

i przy krzywiŸnie prêta, w po³owie jego d³ugoœci

1
0 009035 1

47

2
47

47
2


�

n

n

n

f

l
� � , / cm ,

otrzymuje siê naprê¿enia normalne przy zginaniu

�

gn
wn

n

E J

W47
47

47

146 50� � , MPa .

Po stronie wklês³ej wypadkowe naprê¿enie normalne � � �
m n gn47 47 47

� � � �
= –343,47 MPa, po stronie wypuk³ej � � �

w n gn47 47 47
50 47� � � � � , MPa .

Po³o¿enie osi obojêtnej okreœla wzór Z i f
on n47

2
47

0 4369� �/ , cm ,

albo Z
H

on
n

gn

47
47

47
2

0 4369� �
�

�
, cm .

STATECZNOŒÆ PRÊTÓW STALOWYCH W ZAKRESIE PLASTYCZNYM 87



Powy¿sze wyniki potwierdzaj¹, ¿e wykres naprê¿eñ i odkszta³ceñ przebiega wg linii
prostych, a zwa¿ywszy wystêpuj¹cy jednoimienny rozk³ad naprê¿eñ mo¿emy obli-
czyæ wartoœæ si³y z pola trapezu

% &P H
n w m47 47 47

20 5 832 2� � �, ,� � daN ,

gdy po³o¿enie jego œrodka ciê¿koœci

Œc
H H

cm fm w

m w

n
� �

�

�
� �

2 3

2
0 080647 47

47 47

47

� �

� �
, .

Odkszta³cenie w osi prêta wynosi 	 � �
k n47

2
47

2 0 00395� �/ , ,

a z (7.2) trwa³e odkszta³cenie

�	 	 �
trw k n

E
47 47 47

0 00301� � �/ , .

Modu³ E
wn47

wystêpuje w ca³ej objêtoœci prêta i dlatego po stronie wklês³ej zapiszemy

% &	 � 	
w w wn k on on

E Z H Z
47 47 47 47 47 47

2 0 00688� � � �/ / / , ,

a po stronie wypuk³ej bêdzie

% &	 � 	
w w wn k on on

E Z H Z
47 47 47 47 47 47

2 0 00101� � � �/ / / , .

Odkszta³cenia trwa³e przebiegaj¹ równie¿ wg linii prostej, co jest potwierdzeniem te-
orii p³askich przekrojów trwale ugiêtego (odkszta³conego) prêta .

Iloraz odkszta³ceñ

�	

	
trw

k

47

47

0 7628� ,

jest sta³y w odniesieniu od dowolnego punktu materialnego w ca³ej objêtoœci prêta.
Na podstawie otrzymanych wyników przedstawiono na rys. 8.1 wykres naprê¿eñ we
wspó³rzêdnych ( , )Z � oraz wykres odkszta³ceñ we wspó³rzêdnych ( , )E 	 .

Hoffman i Sachs w swej pracy [8] omówili wyboczenia œciskanych prêtów w zakresie
odkszta³ceñ plastycznych i zaproponowali wprowadzenie modu³u zredukowanego Er

do równania równowagi œciskanego prêta

1



�






P f

E Jr

(8.1)

Stosuj¹c symbolikê przyjêt¹ w niniejszej pracy zapisujemy

1




� �

n

gn

r

n n

r

gn

r

M

E J

A f

E J

W

E J
�



�


 




�







(8.2)

sk¹d wyznaczamy

E
W

J Hr gn n gn n� � 
� 
 � 

2

. (8.3)
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Wprowadzaj¹c wartoœci�
gn47

146 50� , MPa oraz promieñ krzywizny

n47

110 682� , cm
z powy¿szej zale¿noœci otrzymuje siê:

Er � �146 5
2

0 65
110 68 49893,

,
, MPa .

Okazuje siê, ¿e E Er wn
�

47
zatem mo¿na porównaæ oba wzory:

�
�

�
� 
n

n
gn nH


 � 

2

2

2
,

(8.4)

st¹d otrzymuje siê

1 2 12

2

2

2


�

�
�

�

�

�n

gn

n n n on
H Z

� � .
(8.5)

Zapis powy¿szy mo¿na przedstawiæ w postaci:

1 2

2 2

�

�n n

nf

i
� 
 .

(8.6)

Wykorzystuj¹c wyprowadzony w pracy [2] iloczyn przemieszczeñ poprzecznych

f Z in on
 � 2 , (8.7)
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Rys.8.1. Rozk³ad naprê¿eñ i odkszta³ceñ w po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta

nr 47 o boku H = 0,65 cm i smuk³oœci �
n 47

= 50

Fig.8.1. Stresses and relative strains in the middle of the beam-column span of buckled rod

no 47 of H = 0,65 cm and slenderness ratio of �
n 47

= 50



gdzie i jest promieniem bezw³adnoœci przekroju poprzecznego prêta, wyznaczamy z
(8.5) krytyczne odkszta³cenie

	
�

� 
kn

n

o

n

Z
n� �

2

2
,

(8.8)

co równie¿ otrzymano w pracy [2].

Podstawiaj¹c obliczone wczeœniej wartoœci f
n47

oraz Z
on47

do wzoru (8.7) otrzymuje
siê:

lewa strona 0 0806 0 4369 0 035208, , ,
 � cm 2 ,

prawa strona i2 20 65 12 0 035208� �, / , cm 2 .

Ze wzoru (8.8)otrzymuje siê:

	 �
kn47

2 2 350 3 95 10� � 
 �/ ,

oraz

	

kn

on

n

Z
47

47

47

30 4369

110 68
3 95 10� � � 
 �,

,
, .

Powy¿sze rozwa¿ania potwierdzi³y, ¿e w zakresie odkszta³ceñ plastycznych wystêpu-
je równie¿ iloczyn przemieszczeñ poprzecznych wg (8.7) oraz krytyczne odkszta³ce-
nie prêta wg (8.8). Zale¿noœci te wystêpuj¹ równie¿ w zakresie odkszta³ceñ
sprê¿ystych oraz sprê¿ysto-plastycznych, a nawet w zakresie odkszta³ceñ nadkrytycz-
nych.Wymienione zale¿noœci wskazuj¹ jednoznacznie, ¿e krytyczne odkszta³cenie
mo¿e wyst¹piæ tylko w ugiêtym (wyboczonym) stanie œciskanego prêta, gdy ugiêcie
f � 0 oraz Z

0
0� , gdy¿ tylko w takim stanie promieñ krzywizny jest 
 � 0.

A. Biegus w pracy [9] opisa³ dok³adnie aktualny stan wiedzy dotycz¹cej projektowa-
nia stalowych konstrukcji prêtowych wg zaleceñ Komitetu Tymczasowego ISO 167
[10] oraz normy Eurokod 3 [11], na podstawie których opracowano aktualn¹ normê
PN-90/B-03200 [12]. W czêœci 4 pracy [9], dotycz¹cej noœnoœci granicznej prêtów
œciskanych, przyjêto, ¿e sprê¿yste wyboczenie œciskanego osiowo pierwotnie proste-
go prêta wystêpuje przy smuk³oœci � �� 
 E R

H
/ , gdzie R

H
jest granic¹ proporcjo-

nalnoœci materia³u.

W pracach [1 � 4] udowodniono na podstawie badañ laboratoryjnych, ¿e sprê¿yste
wyboczenie, np. prêta stalowego o przekroju ko³owym pe³nym, wystêpuje przy
smuk³oœci � �r H

�~ ,4 4 i w takim wyboczonym, statecznym stanie wystêpuje dopie-
ro modu³ Younga E .Przy smuk³oœciach � � �

H H
� �~ ,4 4 mamy do czynienia z od-

kszta³ceniami sprê¿ysto-plastycznymi, w których wystêpuj¹cy modu³ wyboczeniowy
Ew jest mniejszy od modu³u E . Œciskany prêt stalowy jest niszczony ekstremaln¹ si³¹
niszcz¹c¹ P E An w� 
� �2 2/ w chwili, gdy wybaczany uk³ad materialny osi¹ga ma-

ksymaln¹ energiê sprê¿yst¹U R E A i
H H

� 
 
3 2/ /� . Po odci¹¿eniu prêt nie powraca
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do pierwotnej prostoliniowoœci wykazuj¹c trwa³e odkszta³cenia, wystêpuj¹ce w ca³ej
objêtoœci prêta, powoduj¹ce jego trwa³e ugiêcie w postaci linii sinusoidalnej na ca³ej
d³ugoœci. To wskazuje, ¿e w materiale - podczas obci¹¿enia niszcz¹cego Pn – wystê-
powa³a liczba Poissona v � 0 3, . Dziêki przestudiowaniu pracy [9] stwierdzono, ¿ê jest
potrzeba wprowadzenia modyfikacji do normy projektowania konstrukcji stalowych.

9. WNIOSKI

Przeprowadzona analiza œciskanych stalowych prostych prêtów pryzmatycznych o
smuk³oœciach � � �� �

H gr wykaza³a, ¿e s¹ one niszczone osiowymi ekstremalnymi
si³ami Pn , po wykorzystaniu przez œciskany uk³ad materialny limitu energii

% &U R E Ai
Ei H H

� �� � �$/ / /
3 3 2 ,

gdzie �
i
� oznacza fikcyjn¹ smuk³oœæ zwi¹zan¹ z hiperbol¹ �� wed³ug rys. 2.1.

Wykazano, ¿e linia naprê¿eñ niszcz¹cych � n przebiega poni¿ej hiperboli Eulera przy
� � �

H r� � oraz poni¿ej krzywej Karmana przy smuk³oœci � �n H
� .

Analiza wyników badañ doœwiadczalnych Z. Wasiutyñskiego, który zastosowa³ prêty
z podstawkami talerzowymi na koñcach, wykaza³a, ¿e otrzymywane wartoœci ekstre-
malnych osiowych naprê¿eñ niszcz¹cych �

ni ni
P A� / by³y bliskie do wartoœci obli-

czonych na podstawie adekwatnych energiiU
Ei

.

Na podstawie w³asnych doœwiadczeñ na prêtach krêpych z podstawkami wykonanych
ze stali18G2A i St4SX, stwierdzono, ¿e œciskany prêt ulega zniszczeniu w chwili wy-
korzystania przez œciskany uk³ad materialny adekwatnego limitu energiiU

Ei
.

Na podstawie wykresów naprê¿eñ niszcz¹cych stwierdzono, ¿e wspó³czynniki pew-
noœci n, maj¹ce zabezpieczyæ prêt przed zniszczeniem, s¹ mniejsze od wspó³czynni-
ków pewnoœci wynikaj¹cych z polskiej normy, dotycz¹cej projektowania i obliczeñ
statycznych konstrukcji stalowych. Jest to prawdopodobnie przyczyna zaistnia³ych
awarii i katastrof konstrukcji noœnych, nara¿onych na wyboczenie. Z przeprowadzo-
nych badañ i rozwa¿añ wynika , ¿e o niszczeniu stalowych prêtów pryzmatycznych o
smuk³oœciach � � �

H r� � decyduje maksymalna energia sprê¿ysta uk³adu material-
nego

U R E A i
H H

� 
 
3 2/ /� ,

wynikaj¹ca ze struktury stali i kszta³tu przekroju prêta. Na podstawie wartoœci energii
U

H
mo¿na uszeregowaæ rodzaje stali (i stopów metali), podobnie jak to zrobiono po-

ni¿ej w odniesieniu do przekroju kwadratowego pe³nego o boku równym 1 cm.
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Rodzaj stali lub stopu UH [J]

Nowoczesny stop tytanowy przesycony 20,000

Stal 18G2AV ulepszona cieplnie 7,900

Stop aluminium PA34 przesycony 7,860

Stal stosowana do budowy kad³ubów okrêtów 6,200

Stal 18G2A rekrystalizowana 4,300

Stal St4SX rekrystalizowana 1,780

Stal St3SX walcowana na zimno 1,720

Z przeprowadzonych rozwa¿añ wynika, ¿e na g³ówne elementy (dŸwigary) konstruk-
cji noœnych nale¿y stosowaæ rodzaje stali i przekroje prêtów gwarantuj¹ce najwy¿sze
wartoœci energiiU

H
. Z dokonanej analizy wynika równie¿ potrzeba modyfikacji prze-

pisów normowych dotycz¹cych obliczeñ statycznych œciskanych prêtów w konstruk-
cjach noœnych, aby zabezpieczyæ projektowane konstrukcje przed zniszczeniem.
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ANEKS. POTWIERDZENIE ŒCIS£OŒCI WZORU (3.13)

Podstaw¹ wyznaczenia linii naprê¿eñ niszcz¹cych �
ni

– w zakresie odkszta³ceñ pla-
stycznych, przedstawionej na rys.2.1. – jest zgodnoœæ naprê¿eñ wystêpuj¹cych na
trzech liniach na tym samym poziomie. Przy granicy plasycznoœci Re wystêpuj¹ w
punktach 7, 6 i 5 jednakowe naprê¿enia okreœlone zale¿noœciami

�

�
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�

�
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�
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.
(10.1)

Mo¿emy zapisaæ, ¿e

� � �
n n

K
7

2
7 6

2
6


 � 
� � , (10.2)

a po wprowadzeniu �
n7
2 wg wzoru (3.13) otrzymamy

K
n7

2
6 6 6

2
6


 � 
� � � �� � � � �/ . (10.3)

Z wzoru (3.14) wyznaczamy wartoœæ

K
E

En

wn

X

X7

7

3
1 5

3

6

� �

� �

�

� �

�

,

,
(10.4)

któr¹ wprowadzamy do (10.3) i po uporz¹dkowaniu sk³adników jest

% &� � � � �
6

2
3 3

1 5
6
2

1 1� � � � �
� X

X
,

/ ( )
/ . (10.5)

Powy¿sza zale¿noœæ ró¿ni siê od zale¿noœci (3.18), wyprowadzonej z innych za³o¿eñ
wyjœciowych. Na przyk³adzie np. prêtów z rozdzia³u 5 okreœlono smuk³oœæ
�

6
44 25048� � , . Wprowadzaj¹c do (10.5) wartoœci podane w rozdziale 5 otrzymujemy

smuk³oœæ

% &�
6

15
1 9 259744

1 7409 10 44 25048� � 
 �, ,
/ ,

,

identyczn¹ z wynikiem podanym w rozdziale 5 i tym potwierdzamy œcis³oœæ podsta-
wowego wzoru (3.13), na podstawie, którego wyprowadzono wzory (10.3) i (10.5).
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Wartoœæ	 � �
kn n7

2
7

2� �/ 0,017794; natomiast a f l
n n n7 7 7

� �/ 0,01283. Okazuje siê,

¿e iloraz 	
kn n

a
7 7

/ � 1,3874 = �
6
2� . Z niego i z (3.13) jest

f
i

n7

6
1 5

6

�



� �

�

� �,
. (10.6)

STABILITY OF STEEL PRISMATIC BEAM COLUMNS IN THE RANGE
OF PLASTIC DEFORMATION

Abstract

The paper refers to stability of compressed prismatic steel beam columns in the range of plastic

deformation. The rods are characterized by slenderness ratio of � ��
H

, where � �
H H

R� , R
H

is proportional limit of the steel. The original experimental tests as well as tests carried out by

Z. Wasiutyñski is described in the paper. The analysis of experimental results is made with

respect to the proposed by author formulas determining both the static and geometric

parameters of beam columns as well as the energy and the work of external forces of the

critical state of axially compressed bar. The research is complemented by calculation of safety

factors, which due to proposed by author analysis is lower than that proposed by Polish

standard PN-90/B-03200, on static analysis and design of steel structures.

It was stated experimentally that with decreasing of the slenderness ratio of compressed bars

the work of compression (L
œc

) increases quickly whereas the work of bending (L
zg

) decreases. It

is stated that the axis of failure forces (P
n
) remain within core of a cross-section, what indicate

that very short bars, which can be loaded by compressed forces of the value near yield point

(R
e
), do not buckle.
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