
Nr 4 2005

GRA¯YNA £AGODA1)

MAREK £AGODA2)

PODSTAWY WYTRZYMA£OŒCIOWE ANALIZY
MOSTOWYCH KONSTRUKCJI MUROWANYCH

STRESZCZENIE. Konstrukcje mostów murowanych z uwagi na u¿yty materia³ konstrukcyjny
wymagaj¹ specyficznego, innego ni¿ konstrukcje stalowe czy betonowe, podejœcia przy
okreœlaniu ich noœnoœci. W artykule przedstawiono kryteria wytrzyma³oœciowe konstrukcji
murowanych, uwzglêdniaj¹ce ich charakterystyki mechaniczne. W oparciu o coulombowskie
kryteria wytrzyma³oœciowe w p³askim stanie naprê¿enia dokonano analizy z uwzglêdnieniem
izotropii i anizotropii struktury murowanej. Omówiono równie¿ zastosowanie teorii obci¹¿eñ
granicznych.

W artykule omówiono tak¿e praktyczne metody okreœlania statecznoœci sklepieñ. Pokazano,
wczeœniej ju¿ znan¹, ale zmodyfikowan¹ metodê linii œrodków ciœnieñ oraz analizê statecznoœci
sklepieñ za pomoc¹ mechanizmu niszczenia. Wykorzystanie mechanizmu niszczenia
pokazano na przyk³adzie okreœlenia statecznoœci sklepienia.

1. WSTÊP

Mosty murowane, w zwi¹zku ze znaczn¹ ich liczebnoœci¹ oraz dziêki wysokim warto-
œciom architektonicznym i estetycznym, a tak¿e z uwagi na ich szczególne powi¹za-
nia z histori¹, stanowi¹ bardzo wa¿n¹ czêœæ dziedzictwa kultury [1]. Konstrukcje
murowane nale¿¹ do najstarszych, najd³u¿ej eksploatowanych budowli in¿ynierskich
w ogóle, a mosty stanowi¹ wœród nich grupê o szczególnym znaczeniu.

Najstarsze, kamienne sklepienia to konstrukcje o geometrii w postaci ³uków ko³owych.

1) dr hab. in¿. – Instytut Dróg i Mostów, Politechnika Warszawska
2) dr in¿. – Instytut Badawczy Dróg i Mostów w Warszawie
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Z czasem stawa³y siê coraz bardziej p³askie, a pocz¹wszy od Wielkiego Kamiennego
Mostu nad rzek¹ Jiao, zbudowanego przez Li Chuna w 610 r. (rys. 1), zaczêto budo-
waæ je w postaci ³uków parabolicznych, osi¹gaj¹cych coraz to wiêksze rozpiêtoœci.
Mosty murowane budowane s¹ te¿ w czasach wspó³czesnych, równie¿ nad autostrada-
mi [2]. Wiele obiektów murowanych o bardzo du¿ym znaczeniu komunikacyjnym lub
kulturowym wystêpuje tak¿e w Polsce. Na sieci szlaków komunikacyjnych jest ponad
3 tysi¹ce obiektów mostowych murowanych, o ³¹cznej d³ugoœci ponad 25 km [3].
Równie¿ na ogóln¹ liczbê 140 tysiêcy przepustów, ponad 20 tysiêcy to konstrukcje
murowane [3].

Mosty murowane w Polsce, zarówno te wielkie jak i te najmniejsze, wymagaj¹
w³aœciwego utrzymania. Ich stan techniczny jest bardzo zró¿nicowany [4]. Warun-
kiem w³aœciwego utrzymania obiektów o konstrukcji murowanej jest równie¿ umiejê-
tnoœæ okreœlania ich noœnoœci, poparta zrozumieniem i rozpoznaniem cech
materia³owych oraz charakteru pracy konstrukcji. Jest to bardzo istotne, zw³aszcza w
przypadku koniecznoœci modernizacji, polegaj¹cych na poszerzaniu mostu czy pod-
noszeniu jego noœnoœci [5], wymuszonych nowymi warunkami eksploatacyjnymi.

2. CHARAKTERYSTYKI MECHANICZNE

Kamienie i ceg³y s¹ materia³ami wykazuj¹cymi nisk¹ wytrzyma³oœæ na rozci¹ganie w
stosunku do wytrzyma³oœci na œciskanie i zachowuj¹cymi siê jak cia³a sztywno – pla-
styczne.

W konstrukcjach murowanych wystêpuje (najczêœciej) p³aski stan naprê¿enia, dla
którego w p³aszczyŸnie � �

1 2
� mo¿na wykreœliæ krzyw¹ równania F( , )� �

1 2
= 0,

przedstawiaj¹c¹ zbiór wypuk³y naprê¿eñ mniejszych od naprê¿eñ granicznych. Na
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Rys.1. Wielki Kamienny Most nad rzek¹ Jiao zbudowany przez Li Chuna w 610 r. [2]
Fig.1. Great Stone Bridge above river Jiao built by Li Chun in 610 [2]



rys. 2 przedstawiono znany warunek plastycznoœci Treski. Dla cia³a doskonale sztyw-
no – plastycznego punkty wewn¹trz wykresu przedstawiaj¹ stany naprê¿eñ, przy któ-
rych odkszta³cenia s¹ zerowe, podczas gdy punkty na granicy przedstawiaj¹ stany
naprê¿eñ, powoduj¹cych odkszta³cenia plastyczne. Zgodnie z [6], na p³aszczyznê�

ij

mo¿na „na³o¿yæ” p³aszczyznê wspó³rzêdnych �
ij

odkszta³ceñ plastycznych, które
mo¿na przedstawiæ za pomoc¹ wektora �q.

Je¿eli wektor �q jest normalny na granicy, to materia³ spe³nia warunki brzegowe Treski
(rys. 2a) i wówczas mo¿na zapisaæ:
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Je¿eli materia³ ulega zgnieceniu, granica jest funkcj¹ odkszta³ceñ plastycznych, które
powsta³y przy zgniocie. W zale¿noœci od rodzaju zgniotu, warunek Treski przyjmuje
postaæ:
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Rys.2. Warunek Treski
Fig.2. Tresca condition



• zgniotu Koitera (rys. 2b)

� �F h
1

1

2
1

1 0 0�
�
�
�

	


�

�
�
�

	


�
� � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

�

�
� � ,

F h
3

1

2
3

1

2

1

2 2
0� ���

�

	


�
�
�
�
�

	


�
� ��

�
�

�

�
� �

�

�
�

� ,

�  � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�F N T �  �  � �� � � � 

�  � ��  � ��
� �  � �  �  � 

Q R h I

N Q h I

F

T

T

� � �

� � �

� � �

�

�

� � �

0

0

0 0 0

F

,

,� �

� � � � � � �h I �

	




�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

H ,

(2)

• zgniotu izotropowego (rys. 2c)
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• zgniotu kinematycznego (rys. 2d)
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Warunek Treski mo¿e byæ pojmowany jako szczególny przypadek warunku Coulom-
ba. Mo¿na wykazaæ, ¿e w konstrukcji murowanej wystêpuje tarcie wewnêtrzne, a za-
tem mo¿na zastosowaæ coulombowsk¹ hipotezê wytê¿enia materia³u. Konstrukcje
murowane charakteryzuj¹ siê ró¿nymi w³aœciwoœciami mechanicznymi w ró¿nych
kierunkach. W szczególnoœci s¹ to materia³y o ortotropii biegunowej, a zatem okreœla-
ne dwiema osiami preferencyjnymi. Na rys. 3 przedstawiono warunek ze spójnoœci¹
czyst¹ (Treski), z tarciem czystym (Coulomba) dla materia³u, który charakteryzuje siê
zerow¹ (a praktycznie bardzo ma³¹ w stosunku do wytrzyma³oœci na œciskanie) wy-
trzyma³oœci¹ na rozci¹ganie oraz ze spójnoœci¹ i tarciem. Ró¿ne granice, wskazane na
ka¿dym wykresie, odpowiadaj¹ ró¿nym orientacjom p³aszczyzn preferencyjnych pêk-
niêcia w stosunku do osi naprê¿eñ g³ównych.
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W konstrukcjach murowanych, podobnie jak w betonie, mamy czêsto do czynienia ze
zgniotem, uzale¿nionym od stanu mikropêkania, który wystêpuje przed zniszczeniem.
Belloti i Rossi [7] przeprowadzili badania (rys. 4), w wyniku których wnioskuj¹, ¿e z pun-
ktu widzenia oceny noœnoœci konstrukcji z betonu strefy zarysowane mo¿na uwa¿aæ za
znajduj¹ce siê jakby w stanie odkszta³cenia plastycznego. Na podstawie zakresu zgniotu
okreœlili ewolucjê od strefy sprê¿ystej a¿ do granicy ustabilizowanego zarysowania.
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Rys.3. Ilustracja: a) warunku Treski, b) warunku Coulomba z tarciem oraz
c) ze spójnoœci¹ i tarciem

Fig.3. Ilustration of: a) Tresca condition, b) Coulomb condition with friction and
c) with cohesion and friction

Rys.4. Wyniki badañ Bellotiego i Rossiego
Fig.4. Test results of Belloti and Rossi



Konstrukcje murowane s¹ rozszerzalne, tj. podczas pêkania zwiêkszaj¹ swoj¹ objê-
toœæ. Takie zjawisko sugeruje, ¿e materia³ charakteryzuje siê wektorem odkszta³ceñ
plastycznych o s³abym odchyleniu od normalnej na krawêdzi zakresu granicznego.

3. ZAKRESY GRANICZNE DLA KONSTRUKCJI MUROWANEJ

3.1. INTERAKCJA N-M

Konstrukcje murowane w postaci sklepienia (rys. 5a) wykonane s¹ z bloków, które
mo¿na uwa¿aæ za cia³a doskonale sztywno – plastyczne, miedzy którymi znajduj¹ siê
spoiny praktycznie nie przenosz¹ce naprê¿eñ rozci¹gaj¹cych. Przy tych za³o¿eniach
mo¿na przeprowadziæ analizê wspó³zale¿noœci zginania i œciskania [8 - 9].

W przypadku naprê¿eñ œciskaj¹cych, mniejszych od naprê¿eñ granicznych �
L
, od-

kszta³cenia bêd¹ zerowe (rys. 5b). Natomiast pêkniêcie powoduje powstawanie
szczeliny o rozwartoœci �, wywo³anej wzajemnym obrotem � bloków (rys. 5c). Si³y
wewnêtrzne N i M mo¿na przedstawiæ wyra¿eniami:
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gdzie:
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N
0

– graniczna si³a normalna przy zerowym momencie zginaj¹cym,

b, h – szerokoœæ i wysokoœæ sklepienia,

 h – zasiêg strefy œciskanej.

Zgodnie z rys. 5c zale¿noœæ miêdzy k¹tem obrotu i rozwarciem szczeliny mo¿na zapi-
saæ w postaci:
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lub po przekszta³ceniu:
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Po uwzglêdnieniu powy¿szych równañ mo¿na zapisaæ:
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Interpretacjê geometryczn¹ równania (11) przedstawiono na rys. 6a. Wartoœæ maksy-
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to punkty wewn¹trz obszaru, którego granica jest okreœlona równaniami:
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Rys.5. a) Schemat sklepienia, b) naprê¿enia i odkszta³cenia w bloku i spoinie,
c) obrót bloków; indeks f okreœla przekrój

Fig.5 a) Outline of vault, b) stress and strain in block and joint, c) blocks rotation
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i charakteryzuj¹ wszystkie pary si³ (N , M ) dla naprê¿eñ granicznych.
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Rys.6. a) Interpretacja geometryczna równania (11), b) stan wywo³any si³ami T, N

Fig.6. a) Geometrical interpretation of equation (11), b) state due to forces T, N

a)

b)



Gradient funkcji !
i

jest wektorem normalnym do linii !
i

const� . Wektor wy-
wodz¹cy siê z zakresu !
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Mo¿na wywnioskowaæ, ¿e wektor� � �, w przypadku mechanizmu pêkania dla N i M
ma taki sam kierunek, co i gradient!( , )N M , obliczany w tym samym punkcie N, M.
Przy tym podejœciu szczeliny odgrywaj¹ rolê odkszta³ceñ plastycznych przy rozci¹ga-
niu.

3.2. DZIA£ANIE SI£ POPRZECZNYCH

Powy¿ej przeprowadzone rozumowanie nie uwzglêdnia³o dzia³ania si³y poprzecznej.
Model jest wiêc do przyjêcia tylko w tych przypadkach, gdzie si³a poprzeczna nie
mo¿e wywo³aæ poœlizgu wzajemnego bloków. Mo¿na równie¿ stwierdziæ, ¿e stan na-
prê¿enia wywo³any si³ami N, T (rys. 6b) nie wywo³uje stanu granicznego, jeœli zawar-
ty jest wewn¹trz lub co najwy¿ej na konturze sto¿ka, wyznaczonego prostymi o
równaniach:

!

!
3

4

0

0

� � �

� � � �

T N tg

T N tg

,

,

"

"
	


�

(17)

spe³niaj¹c nierównoœci:

T N tg

T N tg

� #

� � #
	


�

,

,

"

"

0

0
(18)

spoiny pozostaj¹ nienaruszone i powy¿sze wywody s¹ s³uszne.

Je¿eli choæ jedno z równañ (17) jest spe³nione, to nastêpuje poœlizg bloków w spoinie i
mechanizm ten mo¿na opisaæ za pomoc¹ wektora (rys. 6b):
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gdzieV jest wektorem jednostkowym, zaœ� jego intensywnoœci¹, a %
f

przesuniêciem
bloków. Dwie sk³adowe s¹ zerowe, tj. obrót i rozwarcie szczeliny. Wektor nie jest
prostopad³y do konturu granicznego.
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3.3. KRYTERIUM WYTRZYMA£OŒCIOWE KONSTRUKCJI
MUROWANEJ ŒCISKANEJ OSIOWO

Hilsdorf [10] rozpatruje konstrukcjê murowan¹, poddan¹ obci¹¿eniu skupionemu
(rys. 7). Stwierdza on, ¿e tarcie miêdzy blokami (ceg³ami lub kamieniami) i zapraw¹
(spoinami) powoduje, ¿e pêkniêcia muru przypominaj¹ pêkanie materia³u monolity-
cznego. Wzajemne oddzia³ywanie bloków i spoin stwarza stan œciskania osiowego i
rozci¹gania dwuosiowego w blokach i stan œciskania trójosiowego w spoinach. Noœ-
noœæ konstrukcji murowanej jest zatem wiêksza ni¿ noœnoœæ materia³ów sk³adowych
tj. bloków i zaprawy (spoin).

Hilsdorf podkreœla zatem naturê dwusk³adnikow¹ materia³u, twierdz¹c, ¿e pêkniêcie
wystêpuje, gdy naprê¿enie maksymalne � �

y ym
U� � jest wiêksze od wytrzyma³oœci

bloku na œciskanie. U jest wspó³czynnikiem nierównomiernoœci, czyli stosunkiem
miêdzy naprê¿eniem normalnym maksymalnym �

y
i naprê¿eniem normalnym œred-

nim �
ym

.
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Rys.7. Konstrukcja murowana, poddana obci¹¿eniu skupionemu oraz wykresy naprê¿eñ
Fig.7. Masonry structure subjected to a concentrated load and stress field



Na rys. 8 przedstawiono kryterium pêkniêcia Hilsdorfa w przypadku konstrukcji mu-
rowanej, poddanej prostemu œciskaniu. Prosta A, uwzglêdniaj¹c teoriê Mohra, przed-
stawia wzajemne oddzia³ywanie naprê¿eñ œciskaj¹cych � �

y ym
U� i rozci¹gaj¹cych

� �
x z
� , wywo³uj¹cych pêkniêcie bloku.

Równanie prostej A ma postaæ:
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gdzie:

&f
b

– wytrzyma³oœæ bloku na œciskanie proste,

&f
bt

– wytrzyma³oœæ dwuosiowa bloku w przypadku � �
x z
� .

Naprê¿enia �
x

i �
z
oddzia³ywuj¹ w tym samym czasie na warstwê zaprawy (spoinê).

Prosta C przedstawia zachowanie siê w stanie œciskania trójosiowego zaprawy w spoi-
nie i odpowiada naprê¿eniu bocznemu bloku, wystarczaj¹cemu do zamkniêcia zaprawy
(spoiny). Punkt� �

x z
� �0 przedstawia wytrzyma³oœæ zaprawy na œciskanie proste. W

przypadku okreœlania wytrzyma³oœci w stanie trójosiowego œciskania (prosta C) przyj-
mowane jest równanie:

� �
y j

f� & � �41
2

, , (21)

gdzie:

� � �
2
� �

x z
– naprê¿enie œciskaj¹ce boczne,

�
y

– naprê¿enie œciskaj¹ce,

&f
j

– wytrzyma³oœæ zaprawy na œciskanie proste (jednoosiowe).
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Rys.8. Kryterium pêkania Hilsdorfa
Fig.8. Hilsdorf crack criterion



Równowaga miêdzy wypadkow¹ naprê¿eñ bocznych rozci¹gaj¹cych �
xb

, dzia³a-
j¹cych na blok o szerokoœci b i wypadkow¹ naprê¿eñ bocznych �

xj
, œciskaj¹cych za-

prawê w spoinach o gruboœci j, jest okreœlona równaniem:
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muje postaæ:

� � � �� � � ' �
x xb y j y j

j

b
f f� �

�
� & � � &

41,
. (23)

Naprê¿enie wystêpuj¹ce w miejscu pêkniêcia okreœla punkt przeciêcia siê prostych A i
C:

�
'

y b

bt j

bt b

f
f f

f f
� &

& � &

& � &
. (24)

Za pomoc¹ wspó³czynnika U mo¿na okreœliæ wartoœæ œredni¹ naprê¿enia
wywo³uj¹cego pêkniêcie:

�
�

ym

y

U
� (25)

i podstawiaj¹c:�
ym m

f� & (wytrzyma³oœæ na œciskanie konstrukcji murowanej), otrzy-
mujemy ostatecznie:

& �
& & � &

& � &
f

f

U

f f

f f
m

b bt j

bt b

'
.

(26)

Hilsdorf uzyska³ dobre zgodnoœci miêdzy wynikami badañ i obliczeniami, zauwa¿y³
przy tym, ¿e znaczne trudnoœci dotycz¹ oceny &f

bt
i U. Dlatego podaje on, ¿e zachodz¹

nierównoœci11 2 5, ,� �U i U jest malej¹ce wraz z odwrotnoœci¹ wytrzyma³oœci zapra-

wy. Sahlin [11] zaœ proponuje:U
f

j� �
&

2
5000

dla & #f
j

4000 psi i & (f
bt

500 psi. Po przej-

œciu na jednostki SI, otrzymujemy: U
f

j� �
&

2
40

dla & #f
j

30 MPa i & (f
bt

4 0, MPa.

3.4. UOGÓLNIENIA

Podejœcie teoretyczne Hilsdorfa pozwala uwzglêdniæ w sposób stosunkowo prosty
niejednorodnoœæ konstrukcji murowanej, która zachowuje siê „z grubsza” sprê¿y-
sto-plastycznie. Eksperymentalnie stwierdzono równie¿, ¿e warunek pêkniêcia kon-
strukcji murowanej odpowiada warunkowi Coulomba z bardzo ma³¹, a nawet zerow¹
wytrzyma³oœci¹ na rozci¹ganie.
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Odkszta³cenie w stanie granicznym jest takie, ¿e mo¿na klasyfikowaæ konstrukcjê
murowan¹ do materia³ów ma³o œciœliwych. Anizotropia jest znaczna i nie do pominiê-
cia w opracowaniu kryterium wytrzyma³oœciowego. Najwiêksza trudnoœæ polega na
sformu³owaniu go na tyle prosto, by móg³ byæ u¿yteczny w praktyce in¿ynierskiej.

4. WYTRZYMA£OŒCIOWE KRYTERIA COULOMBA
W P£ASKIM STANIE NAPRÊ¯ENIA

4.1. PRZYPADEK IZOTROPOWY

W oparciu o hipotezê Coulomba zmodyfikowan¹ przez Mohra mo¿na stwierdziæ, ¿e
pêkniêcie, lub ogólniej stan graniczny, wystêpuje wówczas, kiedy naprê¿enie) osi¹ga
wartoœæ graniczn¹. Wartoœæ ta zale¿y wprost proporcjonalnie od naprê¿enia normal-
nego � oraz od wartoœci sta³ej spójnoœci C, przy naprê¿eniu normalnym �,
dzia³aj¹cym w tym samym przekroju, ze wspó³czynnikiem proporcjonalnoœci tg*,
gdzie * jest k¹tem tarcia wewnêtrznego materia³u.

Pêkniêcie wyst¹pi zatem, gdy spe³nione jest równanie:

) � *� � �C tg . (27)

Na rys. 9a przedstawiono to kryterium na p³aszczyŸnie � )� , zaœ na rys. 9b w prze-
strzeni naprê¿eñ g³ównych � � �

1 2 3
� � w postaci powierzchni stanów granicznych

Coulomba.
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Rys.9a. Kryterium pêkania na p³aszczyŸnie � )�
Fig.9a. Cracking criterion in � )� plane



Przy za³o¿eniu� � �
1 2 3
� � , w oparciu o warunek pokazany na rys. 9a mo¿na okre-

œliæ, ¿e pêkniêcie nast¹pi gdy:
� �

* *
� �

1 3 1 2

2 2

�
�

�

�
�

�

�
� �

�
Cctg sin (28)

i bezpoœrednio:

�
*
*
�

*
*

+ *
�

1 3
2

3

1

1
2

1 4 2
2�

�
�

�
�

� ��
�
�

�
�
� �

sin

sin

cos

sin
C Ctg � ��

�
�

�
�
�tg

+ *
4 2

(29)

lub wprowadzaj¹c ekstremalne naprê¿enia g³ówne:

�
+ *

�
+ *

max min
� ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
�
�tg tg2

4 2
2

4 2
C . (30)

Poniewa¿ ka¿da ze sk³adowych � � �
1 2 3
, , mo¿e przybieraæ wartoœci ekstremalne,

wystêpuje szeœæ warunków pêkniêcia. Je¿eli stan naprê¿enia mo¿na uznaæ za p³aski,
np. �

2
0� , warunek obrazuje przekrój przez p³aszczyznê �

2
0� (rys. 9c). Szeœæ wa-

runków, po podstawieniu N*
+ *

, ��
�
�

�
�
�tg 2

4 2
, ma postaæ:

� � � *� *

� �

1 3 1 3

3 1

0 2

0

� � � �

� �

,N C N

,� *� *

� �

3 1

1 3

2

0

� �

� �

N C N

,� *

� � �

1

3 1 3

2

0

�

� �

C N

�

� � � �

2

0
2

3 1 1

C N

C

*

� � �

,

N

C

N

*

� � �
*

,

3
0

2
1 3

� � � � .

	




�
�
�
�

�

�
�
�
�

(31)

DROGI i MOSTY 4/2005

44 Gra¿yna £agoda, Marek £agoda

Rys.9b. Kryterium pêkania w przestrzeni naprê¿eñ g³ównych � � �1 2 3� �
Fig.9b. Cracking criterion in space of principal stresses � � �1 2 3� �



Granicê zakresu mo¿na wyraziæ ogólnie:

F( , )� �
1 2

0� . (32)

Oznacza to, ¿e je¿eli stan naprê¿enia jest taki, ¿e F # 0, to materia³ znajduje siê w stre-
fie „sprê¿ystej”, podczas gdy choæ jedno z równañ (31) jest spe³nione, tj. F �0, mate-
ria³ podlega „fazie pêkniêcia”. Dla murowanych sklepieñ ceglanych najczêœciej
podawanymi wartoœciami s¹:

• spójnoœæ C= 0,2 MPa,

• k¹t tarcia wewnêtrznego * �30� .

Przedstawione kryterium jest doœæ optymistyczne w odniesieniu do wytrzyma³oœci
konstrukcji murowanej na rozci¹ganie i mo¿e byæ skorygowane, co pokazuje rys. 10a.
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Rys.9c. Przekrój przez p³aszczyznê �2 0�
Fig.9c. Section through plane �2 0�

Rys.10a. Korekta kryterium
Fig.10a. Correction of criterion



Odkszta³cenia plastyczne d P�
1

w stanie zniszczenia mog¹ przybieraæ postaæ jak na rys.

10b.

4.2. PRZYPADEK ANIZOTROPOWY

Anizotropia materia³u wywiera wp³yw na sposób pêkniêcia i wielkoœæ naprê¿eñ grani-
cznych tak dalece, ¿e nie wystarczy, jak to by³o w przypadku izotropowym, sfor-
mu³owaæ warunki pêkniêcia w naprê¿eniach g³ównych.

Po przyjêciu warunku Mohra-Coulomba z pewnym ograniczeniem w zakresie naprê-
¿eñ rozci¹gaj¹cych, mo¿na rozpatrzyæ pêkniêcie spowodowane rozci¹ganiem.
Zak³ada siê, ¿e materia³ osi¹ga stan graniczny, gdy w spoinie naprê¿enie�

mm
, normal-

ne do przekroju m, przyjmuje wartoœæ graniczn¹ t
mm

, która zale¿y od kierunku m.

Przy za³o¿eniu, ¿e naprê¿enia œciskaj¹ce s¹ dodatnie, pêkniêcie nast¹pi, jeœli:

�
mm mm

t� . (33)

Naprê¿enie �
mm

mo¿e byæ obliczone, gdy znane s¹ sk³adowe �
ik

, dzia³aj¹ce na trzy
p³aszczyzny wzajemnie prostopad³e, których normalne tworz¹ z prost¹ m znane k¹ty.
Je¿eli m

i
s¹ kosinusami kierunkowymi osi m w stosunku do kartezjañskiego uk³adu

wspó³rzêdnych, naprê¿enia �
mm

mog¹ byæ wyra¿one w funkcji �
ik

:

� �
mm ik i k

m m� . (34)

Podstawowym za³o¿eniem tej hipotezy jest to, ¿e wytrzyma³oœæ t
mm

zmienia siê jako
sk³adowa normalna tensora drugiego rzêdu:

t t m m
mm ik i k

� , (35)

i k, , ,�1 2 3 konwencja sumowania.
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Rys.10b. Odkszta³cenia d
P�1

w stanie zniszczenia
Fig.10b. Strains d

P�1

in the destruction state



Poniewa¿ t
ik

jest tensorem drugiego rzêdu, istniej¹ trzy kierunki prostopad³e, bêd¹ce
podstawowymi kierunkami ortotropii np.: t

ik
�0 dla i k- , mo¿na zatem uwzglêd-

niaj¹c (33), (34) i (35) zapisaæ:

�
ik i k ik i k

m m t m m� (36)

lub

( )�
ik ik i k

t m m� � 0 . (37)

Nierównoœæ (37) wykazuje, ¿e pêkniêcie nast¹pi gdy:

�� � �
22 22 11 11 33 33 13

2 0� � � � �t t t t)[( )( ) ] (38)

i w p³askim stanie naprê¿enia, np. dla �
22

0� :

( )( )� �
11 11 33 33 13

2 0� � � �t t t (39)

to jest kiedy:

�
�1

13
2

3 33

11
�

�
�

t

t
t .

(40)

W przypadku, gdy materia³ posiada znaczn¹ spójnoœæ i tarcie (� �
1 2

0 0� �, ), mo¿na
postêpowaæ w podobny sposób przyjmuj¹c, ¿e pêkniêcie powstaje, gdy naprê¿enie
�

mm
w kierunku m osi¹ga wartoœæ graniczn¹, która zale¿y od m. Mo¿na to zapisaæ:

�
mm mm mm

C f� � , (41)

gdzie C
mm

jest sk³adow¹ spójnoœci, okreœlon¹ przez równanie:

C C m m
mm ik i k

� , (42)

natomiast f
mm

jest to wartoœæ zale¿na od tarcia i proporcjonalna do stanu naprê¿enia
dzia³aj¹cego w kierunku m:

f
mm mmrs rs

�* � , (43)

przy czym*
mmrs

jest tensorem czwartego rzêdu, zale¿nym od k¹ta tarcia wewnêtrzne-
go materia³u.

Wykazano [12], ¿e pêkniêcie nast¹pi, kiedy zostanie spe³nione przynajmniej jedno z
nastêpuj¹cych równañ:

� �

� �

1 3
11 11 33 33 13 13

1 2
11

2

2

�
� � � � �

�
� �

( )( )

(

f C f C f C

f C

,

11 22 22 12 12

2 3
22 22 33 332

)( )

( )( )

f C f C

f C f C f

� � �

�
� � � �

,

� �
23 23

�C .

	




�
�

�

�
�

(44)
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Dla materia³u takiego, jakim jest struktura murowana, a wiêc o izotropii biegunowej,
dla p³askiego stanu naprê¿enia (�

2
0� ) mo¿na okreœliæ zakresy pokazane na rys. 11.

Rysunek ten przedstawia równie¿ wyniki badañ Page'a [13], które dowodz¹ dobrej
zgodnoœci z teori¹.
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Rys.11. Obszary graniczne dla p³askiego stanu naprê¿enia oraz wyniki badañ Page'a
Fig.11. Limit ranges for flat state of stresses and the results of Page research



Istniej¹ jednak powa¿ne trudnoœci praktycznego zastosowania ca³ego zbioru kontu-
rów granicznych i dlatego zaproponowano obszar bezpieczeñstwa (rys. 12) dla wszy-
stkich kierunków spoin, uzyskany z zakresów przedstawionych na rys. 11. Obszar
taki dotyczy materia³u fikcyjnego, na który dzia³aj¹ obci¹¿enia spe³niaj¹ce kryteria
ca³ego zbioru konturów granicznych. Obszar ten jest jednoczeœnie mniej rygorystycz-
ny dla naprê¿eñ œciskaj¹cych, ani¿eli zakres uzyskany przy uwzglêdnieniu wytrzy-
ma³oœci minimalnych jako wartoœci graniczne (zakres oznaczony na rys. 11 lini¹
przerywan¹). Uproszczenie polega na tym, ¿e wytrzyma³oœæ przyjêta jest jako tensor
przy za³o¿eniu, ¿e ortotropia jest w rzeczywistoœci zredukowana do izotropii bieguno-
wej, co nie jest prawdziwe tylko w przypadku cienkiej tarczy, np. œciany czo³owej w
mostowej, ³ukowej konstrukcji sklepionej.

5. ZASTOSOWANIE TEORII OBCI¥¯EÑ GRANICZNYCH

W przypadku analizy statycznej i przy wymiarowaniu konstrukcji, kiedy zaintereso-
wanie jest skoncentrowane na ocenie obci¹¿enia granicznego, model cia³a doskonale
sztywno–plastycznego jest modelem najprostszym. Zgodnie z tym modelem konstru-
kcja w stanie granicznym, inicjuj¹cym zniszczenie, odkszta³ca siê pod okreœlonym
obci¹¿eniem czysto plastycznie. Poniewa¿ geometria pocz¹tkowa (nie odkszta³cona)
stosowana jest dla opisu stanu granicznego, jest on identyczny ze stanem cia³a dosko-
nale sztywno–plastycznego.
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Rys.12. Obszar bezpieczeñstwa dla wszystkich kierunków spoin
Fig.12 Area of safety for all directions of joints



W praktyce obci¹¿enie graniczne zostanie zrealizowane jedynie wtedy, gdy od-
kszta³cenia sprê¿ysto–plastyczne, wywo³ane mniejszym obci¹¿eniem, nie spowoduj¹
w stopniu odczuwalnym zmiany geometrii konstrukcji. Mo¿e to zostaæ sprawdzone
za pomoc¹ analizy sprê¿ysto–plastycznej krok za krokiem lub, stosuj¹c rachunek od-
kszta³ceñ, tu¿ przed teoretycznym zniszczeniem. W przypadku mostowych konstru-
kcji murowanych nale¿y dodatkowo za³o¿yæ, ¿e ¿adne zjawisko niestabilnoœci (np.
podpór) nie zak³óci powstawania mechanizmu plastycznego zniszczenia sklepienia.

Model doskonale sztywno–plastyczny pokazuje kierunek rzeczywistego obci¹¿enia
granicznego. Analiza postgraniczna pozwala okreœliæ stosunek miêdzy parametrem
obci¹¿enia � i przemieszczeniem charakterystycznym �. Na rys. 13 przedstawiono
krzyw¹ rosn¹c¹, pokazuj¹c¹, ¿e mechanizm zniszczenia powoduje zmianê kszta³tu,
która wzmacnia konstrukcjê i któr¹ czasami nazywamy zgniotem geometrycznym.
Konstrukcja jest stabilna pod obci¹¿eniem granicznym i wiêkszym, jednak odci¹¿e-
nie poci¹ga za sob¹ du¿e odkszta³cenia trwa³e, które najczêœciej uniemo¿liwiaj¹ u¿yt-
kowanie konstrukcji. Krzywa malej¹ca wykazuje, ¿e przeciwnie, niestabilnoœæ
konstrukcji pod obci¹¿eniem granicznym doprowadza najczêœciej do zniszczenia ka-
ta- stroficznego. Ponadto teoretyczne obci¹¿enia graniczne w takich przypadkach naj-
czêœciej nie zostaj¹ osi¹gniête, poniewa¿ odkszta³cenia sprê¿ysto–plastyczne
powoduj¹ powstanie wczeœniej niestatecznoœci ogólnej (punkt A na rys. 13).

Mechaniczne zachowanie siê elementu konstrukcji doskonale sztywno-plastycznej
mo¿na przedstawiæ geometrycznie (rys. 14). W przestrzeni naprê¿eñ Euklidesa stan
naprê¿enia jest okreœlony przez wspó³rzêdne Q Q Q

n1 2
, , . Wektor naprê¿enia przed-

stawiony jest przez Q . Tej przestrzeni odpowiada przestrzeñ prêdkoœci odkszta³cenia,
gdzie wektory prêdkoœci odkszta³cenia �q maj¹ sk³adowe � ...... �q q

n1
w odniesieniu do
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Rys.13. Zale¿noœæ parametru obci¹¿enia I przemieszczenia (� �� )
Fig.13. Parametr load and characteristic (� �� ) relationship



tych samych osi. Funkcja rozproszenia D q( � ) elementu konstrukcji doskonale sztyw-
no–plastycznej daje wartoœæ, przy której energia jest rozproszona przez proces p³yniê-
cia plastycznego, opisanego prêdkoœci¹ odkszta³cenia �q. Funkcja ta jest funkcj¹
nieujemn¹.

W plastycznoœci doskona³ej nie zale¿y ona od odkszta³ceñ plastycznych wczeœniej-
szych. Ponadto, brak lepkoœci implikuje, ¿e funkcja ta jest jednorodna pierwszego
rzêdu w �q, to znaczy, ¿e:

D cq cD q c( � ) ( � )� .dla 0 . (45)

Stan naprê¿enia Q jest „plastycznie dopuszczalny”, je¿eli spe³niona jest nierównoœæ:

Qq D q� ( � )� (46)

dla ca³ej prêdkoœci odkszta³cenia �q (zasada pracy maksymalnej Hilla). Nierównoœæ (46)
okreœla charakter elementu konstrukcji doskonale plastycznej. Stan naprê¿enia, który
spe³nia (46) dla ca³ego �q, nie mo¿e spowodowaæ p³yniêcia plastycznego. Natomiast, je-

¿eli p³yniêcie plastyczne �q mo¿e wyst¹piæ w wyniku powstawania stanu naprê¿enia Q ,
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Rys.14. Mechaniczne zachowanie siê elementu konstrukcji doskonale sztywno - plastycznej
Fig.14. Mechanical behaviour element of perfectly rigid - plastic structure



to wówczas zale¿noœæ (46) jest spe³niona jako równanie. Prawo p³yniêcia wynikaj¹ce z
(46) jest dok³adnie opisane w wielu dostêpnych podrêcznikach.

Analiza graniczna konstrukcji doskonale sztywno-plastycznych stawia sobie nastê-
puj¹cy problem podstawowy: je¿eli jakaœ konstrukcja doskonale sztywno–plastyczna
pozostaje sztywna pod obci¹¿eniem P x' ( ), nale¿y znaleŸæ wspó³czynnik �

l
.1 taki,

¿eby p³yniêcie plastyczne by³o mo¿liwe pod obci¹¿eniem � 'l
P x( ) i niemo¿liwe pod

wszelkimi obci¹¿eniami � 'P x( ), gdzie � �#
l
. Wspó³czynnik �

l
nazywany jest

wspó³czynnikiem obci¹¿enia granicznego.

Za³o¿enia podstawowe, stosowane w obliczeniu obci¹¿enia granicznego konstrukcji
doskonale sztywno–plastycznych s¹ nastêpuj¹ce:

– pole naprê¿eñQ x
j
( ) jest „statycznie dopuszczalne”, je¿eli spe³nia warunki rów-

nowagi;

– pole naprê¿eñ jest „plastycznie dopuszczalne”, je¿eli nie narusza ono warunków
plastycznoœci w ¿adnym punkcie konstrukcji;

– pole naprê¿eñ nazwane jest „dopuszczalnym”, je¿eli jest jednoczeœnie statycz-
nie i plastycznie dopuszczalne. W tym przypadku obci¹¿eniu przyporz¹dkowa-
ny jest tzw. parametr statyczny lub multiplikator statyczny zapisywany jako� � ;

– pole prêdkoœci odkszta³cenia � ( )q x
j

jest „kinematycznie dopuszczalne”, je¿eli
pochodzi z pola prêdkoœci przemieszczenia p x' ( ), które spe³nia warunki kine-
matyczne;

– pole prêdkoœci jest „plastycznie dopuszczalne”, je¿eli:

• pole prêdkoœci jest takie, ¿e energia si³ zastosowanych jest dodatnia,

• nale¿y ono do zakresu, w którym zosta³a okreœlona funkcja rozproszenia,

– pole prêdkoœci odkszta³cenia bêdzie „dopuszczalne”, je¿eli jest jednoczeœnie
kinematycznie i plastycznie „dopuszczalne”. W tym przypadku z równania roz-
proszonej energii równej pracy si³ zastosowanych przy zniszczeniu okreœlamy
parametr (multiplikator) kinematyczny, zapisywany jako � � .

Podstawow¹ nierównoœci¹ analizy granicznej [14, 15] jest:

� � �� �� �
j

(47)

a z niej wynika, ¿e parametr n obci¹¿enia musi siê zawieraæ w przedzia³ach:0# # /n i
mo¿na przedstawiæ dwa twierdzenia: „twierdzenie statyczne” i „twierdzenie kinema-
tyczne”.

Twierdzenie statyczne „o obci¹¿eniach bezpiecznych”

Je¿eli na ka¿dym etapie obci¹¿enia mo¿liwe jest znalezienie pola obci¹¿eñ „dopusz-
czalnych” pod tymi obci¹¿eniami, konstrukcja wytrzyma to obci¹¿enie.
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Twierdzenie kinematyczne „o obci¹¿eniach niebezpiecznych”

Je¿eli na jakimkolwiek etapie obci¹¿enia mo¿liwe jest znalezienie pola prêdkoœci od-
kszta³ceñ „dopuszczalnych”, którego energia obci¹¿eñ przewy¿sza energiê rozpro-
szenia, konstrukcja nie wytrzyma obci¹¿enia.

Przy obliczaniu mostowych konstrukcji murowanych mo¿na wprowadziæ uproszcze-
nia:

a) materia³ charakteryzuje siê ograniczon¹ wytrzyma³oœci¹ na œciskanie i zerow¹
na rozci¹ganie,

b) jedyny ruch wzglêdny bloków, w geometrii pierwotnej, jest obrotem jednej z
dwóch krawêdzi i wyklucza wszelki poœlizg wzglêdny (rys. 15).

Ruch wzglêdny dwóch bloków mo¿na opisaæ w formie:

u
u

h
. �0 " , (48)

gdzie:

2h – wysokoœæ bloków,

" – prêdkoœæ wzglêdna obrotu wokó³ krawêdzi A,

u – prêdkoœæ wzglêdna œrodków ciê¿koœci G p³aszczyzn przyleg³ych.

Si³a normalna N jest przekazywana w punkcie A i wywo³uje moment zginaj¹cy:

M Nh� 0 . (49)

Naprê¿enia wywo³ane przez M i N, przekazywane s¹ przez spoinê, s¹ wiêc po³o¿one
na lub wewn¹trz dwóch promieni (rys. 16) okreœlonych dla N � 0 (œciskanie) przez
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Rys.15. Ruch wzglêdny
bloków

Fig.15. Relative movement
of blocks



wzór (49). Nale¿y sprawdziæ, czy dla ka¿dej pary M, N po³o¿onej na jednym z tych
promieni, sk³adowe u i" ruchu, podane w (48), mog¹ byæ uwa¿ane jako sk³adowe we-
ktora �q prêdkoœci odkszta³cenia, powi¹zane z wektorem naprê¿enia Q sk³adowych M

i N. Praca wirtualna przedstawia siê jako:

w M Nu
i
� �" . (50)

Osobliwoœæ polega na tym, ¿e energia rozproszona w dowolnym mechanizmie jest
stale zerowa, poniewa¿:

D M u N� � �" 0 , (51)

bowiem albo M Nh� 0 i (49) jest spe³nione, albo M h N# , N � 0 i " � �u 0.

6. PRAKTYCZNE METODY OKREŒLANIA
STATECZNOŒCI SKLEPIEÑ

6.1. INFORMACJE WSTÊPNE

Przedstawione w poprzednich rozdzia³ach teoretyczne rozwa¿ania wymagaj¹ pew-
nych uproszczeñ w celu ich wykorzystania do celów praktycznych.

Mo¿na powiedzieæ, ¿e aby sklepienie by³o stateczne pod obci¹¿eniem Q, konieczne
jest, by stan naprê¿eñ spe³nia³:

1° warunki równowagi w ka¿dym punkcie,

2° kryteria wytrzyma³oœciowe dla materia³ów w ka¿dym punkcie,

3° warunki graniczne, które mog¹ wystêpowaæ jedynie na konturach sklepienia.

Propozycja algorytmu obliczania sklepieñ wg [16] przedstawiona jest na rys. 17.
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Rys.16. Naprê¿enia wywo³ane
przez M i N w spoinie
Fig.16. Stresses in the joint
due to M and N
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Rys.17. Algorytm obliczania sklepieñ wg [16]
Fig.17. Algorithm of vault calculation [16]



Warunek stanu statecznoœci jest os³abiony dwukrotnie:
– najpierw opisuj¹c jedynie równowagê globaln¹ ka¿dego z bloków,

– nastêpnie opisuj¹c równowagê spoin.

Jest oczywiste, ¿e je¿eli nie istnieje linia œrodków ciœnieñ, spe³niaj¹ca na ka¿dej spoi-
nie kryterium globalne w (N, M, T), sklepienie jest z pewnoœci¹ niestateczne. Mo¿na
w sposób ogólny zdefiniowaæ wspó³czynnik pêkniêcia (który nie jest to¿samy ze
wspó³czynnikiem bezpieczeñstwa). Jest on stosunkiem obci¹¿enia granicznego, pod
którym sklepienie znajduje siê w stanie granicznym statecznoœci i obci¹¿enia rzeczy-
wistego (rys. 18).

W obliczeniach poszukujemy obci¹¿eñ, przy których sklepienie jest niestateczne. Sto-
suj¹c zasadê prac wirtualnych, mo¿liwe jest przejœcie od naprê¿eñ (si³ N, M, T) do prêd-
koœci. Zak³ada siê, ¿e mechanizm zniszczenia sklepienia jest mechanizmem pêkniêcia i
bloki obracaj¹ siê wzajemnie wzglêdem siebie. W tym mechanizmie praca si³ wewnê-
trznych ogranicza siê do pracy si³ w „spoinach pêkniêcia” (fr. joints de rupture), która
zale¿nie od pola prêdkoœci mo¿e ulec zwiêkszeniu do wartoœci energii rozproszenia.
Je¿eli praca si³ zewnêtrznych przekracza energiê rozproszenia, to sklepienie jest z pew-
noœci¹ niestateczne. Podejœcie to jest bardzo proste i prowadzi do minimalizacji energii
rozproszenia w okreœlonych warunkach. Rozwi¹zanie prowadzi do mechanizmu
sk³adaj¹cego siê z 4, 5, 6 lub 7 bloków, co potwierdzaj¹ wszystkie doœwiadczenia i ob-
serwacje zagro¿onych obiektów rzeczywistych.

6.2. METODA LINII ŒRODKÓW CIŒNIEÑ

Konstrukcja sklepienia zostaje podzielona na bloki, zawarte miêdzy przekrojami po-
przecznymi S

i
, które tworz¹ zbiór przekrojów F =( )S

i
przy czym i J1 . Liczba prze-

krojów w analizie sklepienia mo¿e byæ skoñczona lub nieskoñczona. Przyk³adowo
mo¿e byæ tak, ¿e:
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Rys.18. Wspó³czynnik pêkania [16]
Fig.18. Coefficient of cracking [16]



• S
i

i J s¹ skoñczone, tworz¹ zbiór liczb ca³kowitych od 1 do N;

• S
i

i Js¹ nieskoñczone, przekroje ( , )S S
l p

s¹ skrajnymi przekrojami na lewo
lub prawo od klucza sklepienia.

W analizie obliczeniowej rozpatrywane s¹ na ogó³ przekroje normalne do osi sklepie-
nia, które to przekroje mo¿na nazwaæ spoinami przez analogiê do kierunku i kszta³tu
spoin konstrukcji murowanej. ¯eby sklepienie by³o stateczne pod obci¹¿eniem Q, po-
trzeba, aby istnia³ stan naprê¿eñ, spe³niaj¹cy warunki 1°, 2°, 3°. Koniecznym jest, aby
w ka¿dym punkcie przekroju S

i
zbioru F istnia³ taki stan naprê¿eñ normalnych � i

stycznych), ¿eby ka¿dy blok, ograniczony przez dwa kolejne przekroje S
i
i S

i�1
, zna-

jdowa³ siê w równowadze pod wp³ywem si³ oddzia³ywuj¹cych na ten blok i aby by³y
spe³nione kryteria wytrzyma³oœciowe.

Jest to os³abienie warunków 1°, 2°, 3°. Obci¹¿enie Q, dla którego spe³nione s¹ warun-
ki w zbiorze przekrojów S

i
, niekoniecznie musi byæ mo¿liwe do przeniesienia przez

sklepienie (obci¹¿enie potencjalnie przenoszone). Natomiast je¿eli warunki te nie s¹
spe³nione, to nie jest ono przenoszone. Mo¿na zatem twierdziæ, ¿e je¿eli znajdziemy
obci¹¿enie Q, dla którego warunek nie jest spe³niony, wtedy Q znajduje siê na
zewn¹trz wypuk³ego zbioru obci¹¿eñ granicznych. ¯eby otrzymaæ takie obci¹¿enie
Q, trzeba poszukiwaæ wartoœci maksymalnej obci¹¿enia, przy której ten warunek jest
spe³niony. Aby uzyskaæ najlepsze wyniki, nale¿y poszukiwaæ zbioru F przekrojów S

i

najmniej korzystnych, tj. takiego zbioru, który daje najmniejsz¹ majorantê. Zwi¹zki
miêdzy si³ami i naprê¿eniami s¹ nastêpuj¹ce:

N dS T dS M y dS
SSS

� � � 222222� ) �, , , (52)

gdzie:

y – jest odleg³oœci¹ od œrodka ciê¿koœci przekroju,

) – jest sk³adow¹ naprê¿enia statycznego w p³aszczyŸnie normalnej do osi
sklepienia,

S – pole przekroju.

Naprê¿enia normalne� i styczne ), wystêpuj¹ce w przekroju S
i
, musz¹ spe³niaæ kry-

teria wytrzyma³oœciowe: a) œciskania – rozci¹gania oraz b) tarcia.

a) Kryterium wytrzyma³oœciowe œciskania – rozci¹gania:

M Nh
N

S
� �

�

�
�
�

�

�
�
�1

0
�

, (53)

gdzie:

h – po³owa wysokoœci przekroju,

�
0

– wytrzyma³oœæ na œciskanie bloku.
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W nierównoœci (53) nie uwzglêdniono efektu si³y tn¹cej. Jednak¿e praktyka oblicze-
niowa wykaza³a, ¿e wp³yw si³y tn¹cej jest rzêdu 2 ÷ 3 %, wiêc w obliczeniach in¿ynie-
rskich mo¿na go pomin¹æ.

b) Kryterium tarcia:

T N� tg� . (54)

Interpretacjê nierównoœci (53) i (54) przedstawiono na rys. 19 i 20. Nierównoœæ (53)
poci¹ga nierównoœæ (55)

M Nh� (55)

ekwiwalentn¹ dla (53) przy wytrzyma³oœci kamienia na œciskanie osiowe �
0
, które

ma bardzo du¿¹ wartoœæ.
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Rys.19. Geometryczna interpretacja
nierównoœci (53)
Fig.19. Geometrical interpretation
of inequality (53)

Rys.20. Geometryczna interpretacja
nierównoœci (54)
Fig.20. Geometrical interpretation
of inequality (54)



Mo¿na wiêc stwierdziæ, ¿e sklepienie bêdzie stateczne pod obci¹¿eniemQ, gdy na ka-
¿dy przekrój S

i
zbioru F dzia³aj¹ si³y wewnetrzne N

i
, T

i
, M

i
, spe³niaj¹ce równania

równowagi oraz nierównoœci (53) i/lub (54) w zale¿noœci od rozpatrywanego przekro-
ju. Warunek ten jest nowym os³abieniem warunku poprzedniego z racji braku rów-
nowa¿noœci kryteriów dla si³ i dla naprê¿eñ. Obci¹¿enie maksymalneQ

M
, spe³niaj¹ce

ten warunek, dostarcza majorantê F
M

dla F (wspó³czynnika pêkniêcia):

F
Q

Q
M

M� . (56)

Je¿eli F
M

<1, równowaga sklepienia w konfiguracji pocz¹tkowej jest niemo¿liwa.

Si³y N
i
i T

i
daj¹ wypadkow¹ si³ê R

i
, przy³o¿on¹ w spoinie S

i
w punkcie C

i
, nazywa-

nym œrodkiem ciœnienia na spoinê (rys. 21). Linia œrodków ciœnienia kojarzona ze
zbiorem F jest lini¹, która ³¹czy zbiór punktów C i J

i
gdzie 1 . Linia ta nie mo¿e byæ

uto¿samiana z lini¹ ciœnieñ, która jest obwiedni¹ wypadkowych R
i
.

Je¿eli J jest zbiorem skoñczonym, to linia œrodków ciœnieñ jest wieloboczna, zaœ gdy
J jest zbiorem nieskoñczonym (S S

l p
, ), jest krzyw¹ parametryczn¹, która mo¿e mieæ

punkty nieci¹g³oœci bêd¹ce skutkiem wystêpowania si³ skupionych. Po³o¿enie œrodka
ciœnienia C

i
, na spoinie S

i
, o œrodku I

i
oraz wysokoœci 2h

i
, okreœlone jest przez

I C
M

N
i i

i

i

� .

Warunek (53) mo¿na zapisaæ:

I C
M

N
h

N

S
N

i i

i

i

i

i

i

i
� � �

�

�
�
�

�

�
�
� .1

0
�

jeœli 0 ,

I C h
i i i

� jeœli .N
i
�0

	



�

�
�

(57)
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Rys.21. Œrodek ciœnienia na spoinê
Fig.21. Centre of pressure onto joint



Oznacza to, ¿e œrodek ciœnienia C
i

nie mo¿e byæ zbyt odleg³y od œrodka spoiny. Od-
leg³oœæ I C

i i
jest tym mniejsza, im wiêksza jest si³a N

i
. Ponadto si³a N

i
powinna byæ

dodatnia. Warunek (57) mo¿na te¿ zapisaæ:

N N C S
I C

h
N

i i i i

i i

i

i
� � �

�

�
�
�

�

�
�
� .( ) �

0
1 0jeœli ,

I C h
i i i

� jeœli N
i
�0 .

	




�
�

�

�
�

(58)

Interpretacjê geometryczn¹ tego warunku przedstawiono na rys. 22.

W szczególnoœci, je¿eli �
0

jest bardzo du¿e (relatywnie „nieskoñczone”), wtedy
M

N
hi

i

i
� i N

i
� 0, co oznacza, ¿e œrodek ciœnienia powinien znajdowaæ siê wewn¹trz

sklepienia i ¿e si³a normalna w spoinie S
i
powinna byæ dodatnia. Z warunku (54) wy-

nika:

T N
i

� tg� , (59)

a to oznacza, ¿e wypadkowa R
i

nie powinna byæ nachylona wiêcej ni¿ pod k¹tem �
do normalnej n

i
przy spoinie S

i
.

Drugi, os³abiony warunek statecznoœci sklepienia mo¿na wyraziæ nastêpuj¹co: aby
sklepienie by³o stateczne pod obci¹¿eniem Q, konieczne jest, dla jakiegokolwiek
zbioru F spoin istnienie co najmniej jednej linii œrodków ciœnienia, spe³niaj¹cej wa-
runki (58) i (59).
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Rys.22. Interpretacja geometryczna
warunku (58)
Fig.22. Geometrical interpretation
of condition (58)



Najczêœciej spotykane sklepienie obustronnie utwierdzone, bêd¹ce konstrukcj¹ trzy-
krotnie statycznie niewyznaczaln¹, posiada krzywoliniow¹ liniê œrodków ciœnienia.
Jest ona okreœlona przez trzy parametry, którymi mog¹ byæ:

– si³a normalna H przy kluczu, nazywana naciskiem poziomym przy kluczu,

– si³a stycznaV przy kluczu, nazywana naciskiem pionowym przy kluczu,

– moment zginaj¹cy M w przekroju klucza.

Zamiast M mo¿na równie¿ przyj¹æ wspó³rzedn¹ z punktu K przejœcia linii w przekro-
ju. Spoœród linii œrodków ciœnieñ œciskaj¹cych, zawartych wewn¹trz sklepienia, ist-
nieje jedna odnosz¹ca siê do nacisku poziomego minimalnego i jedna linia nacisku
poziomego maksymalnego. Oznaczaj¹c punkt podniebienia A lub grzbietu B sklepie-
nia, nale¿¹cy do spoiny o wspó³rzêdnej krzywoliniowej S

a
(odpowiednio S

b
), istnieje

wewn¹trz sklepienia co najmniej jedna linia œrodków ciœnienia wszêdzie œci-
skaj¹cego, je¿eli istnieje punkt K wspó³rzêdnej z, dla którego:

H z H z
1 2
( ) ( )� , (60)

gdzie:

� H z Max H z S S A B
a b1

( ) ( , , )� ; i s¹ to punkty krañcowe dla po³o¿enia linii

nacisku minimalnego, przechodz¹ce przez K S S S
a b p l

, , ( , ),S 1

� H z Min H z S S A B
a b2

( ) ( , , )� ; i s¹ to punkty krañcowe dla po³o¿enia linii

nacisku maksymalnego, przechodz¹ce przez K S S S
a b p l

, , ( , ).S 1

Otrzymujemy wiêc:

H z H z H z H z
min max( ) ( ) ( ) ( )� �

1 2
i . (61)

Powy¿sze postêpowanie mo¿e byæ równie¿ zastosowane do skoñczonego podzbioru
F

n
ze zbioru F

s
, zawieraj¹cego n spoin. To znaczy, ¿e H z

nmin
( )F i H z

nmax ( )F s¹ na-
ciskami skrajnymi dla zbioru spoin F

n
.

Mo¿emy zapisaæ:

H z H z

H z H z

H

n

n

n

min min

max max

min

( ) ( )

( ) ( )

lim

�

�

3/

F

F

,

,

F

F

n

n
n

z H z

H z H z

( ) ( )

lim ( ) ( )

min

max max

�

�
3/

,

.

	




�
�

�

�
�

(62)

Dysponujemy zatem prostym œrodkiem okreœlania linii skrajnych nacisków. Mo¿na
te¿ stwierdziæ, ¿e je¿eli brak jest linii wewnêtrznej przy podzbiorze F

n
, nie ma rów-

nie¿ linii wewn¹trz sklepienia.
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Zespó³ linii œrodków ciœnienia wewn¹trz sklepienia (zbioru F
s
) i wszêdzie œci-

skaj¹cych jest okreœlony przez zbiór w przestrzeni (z, H, V), oznaczony4 (z, H, V) i na-
zywany zbiorem „potencjalnej statecznoœci”. Analiza obliczeniowa wykazuje, ¿e
przy spe³nieniu drugiego os³abionego warunku statecznoœci, istnieje tylko jedna linia
œrodków ciœnieñ wewn¹trz sklepienia. Linia ta spe³nia zatem warunek H H

min max� .
Jest to wiêc linia nacisku poziomego minimalnego i maksymalnego. Istotn¹ jej
w³aœciwoœci¹ jest to, ¿e posiada co najmniej cztery punkty stycznoœci z podniebie-
niem i grzbietem. Przekrój, gdzie istnieje stycznoœæ, znajduje siê w rotacji wzglêdnej
w stosunku do przekroju s¹siedniego, poniewa¿ œrodek rotacji znajduje siê na grzbie-
cie lub na podniebieniu. Wynika z tego, ¿e „mechanizm zniszczenia” sklepienia jest
mechanizmem piêciu bloków obracaj¹cych siê wokó³ czterech krawêdzi.

„Mechanizm zniszczenia” napisano w cudzys³owie, poniewa¿ teoretycznie okreœlo-
ny mechanizm niekoniecznie odpowiada rzeczywistoœci, niemniej jest podobny do
tych, potwierdzonych doœwiadczeniami [9]. Mechanizm zniszczenia jest nieco inny,
gdy mamy do czynienia z problemem symetrycznym, w którym istnieje co najmniej
piêæ punktów stycznoœci i jeden z nich znajduje siê w kluczu, lub szeœæ punktów sty-
cznoœci, z których ¿aden nie wystêpuje w kluczu.

Powy¿sze spostrze¿enia pozwalaj¹ w przypadku sklepienia opisanego przez geome-
triê, obci¹¿enie Q i zbiór4 (z, H, V), okreœliæ linie wewnêtrznych œrodków ciœnieñ œci-
skaj¹cych dla zbioru spoin. Liniê œrodków ciœnieñ (M

i
, N

i
), gdzie i J1 , skojarzon¹ ze

zbiorem F
n

spoin, mo¿na opisaæ funkcj¹:

i
N h

S
h

M

N

i i i

i

i

i

i

3 � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

� �
0 0

/ . (63)

Funkcja ta ma maksimum � F
n

przynajmniej dla jednej spoiny ze zbioru � F
n

i jest
funkcj¹ (z, H, V). Je¿eli minimum � F

n
(z, H, V) w zbiorze 4 linii ciœnieñ wewnêtrz-

nych i œciskaj¹cych jest mniejsze od 1, wówczas mo¿liwe jest znalezienie linii
spe³niaj¹cej warunek (57), a wartoœæ minimalna jest odwrotnoœci¹ wspó³czynnika pê-
kniêcia, zale¿nego od warunku (57).

£atwo zauwa¿yæ, ¿e je¿eli linia œrodków ciœnienia (z, H, V) jest okreœlona dla obci¹¿e-
nia Q, linia (z, kH, kV) odpowiada obci¹¿eniu kQ. Linie te s¹ podobne i wartoœci fun-
kcji � F

n
, dotycz¹ce tych linii, znajduj¹ siê w stosunku k. Je¿eli wiêc minimum jest

mniejsze od 1, ³atwo jest obliczyæ linie nacisków poziomych, minimalnego i maksy-
malnego, spe³niaj¹ce warunek (57). S¹ to linie, których � F

n
=1.

6.3. ANALIZA STATECZNOŒCI SKLEPIEÑ
ZA POMOC¥ MECHANIZMU NISZCZENIA

Warunkiem koniecznym statecznoœci pod obci¹¿eniem Q jest istnienie w ka¿dym
przekroju zbioru S

i
stanu naprê¿eñ normalnych� i stycznych ), utrzymuj¹cego rów-

nowagê bloku ograniczonego przekrojami S
i

i S
i�1

. Naprê¿enia wywo³ane s¹ takim
obci¹¿eniem, które spe³nia okreœlone wczeœniej warunki wytrzyma³oœciowe:
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R Qi i S Si i

, ( , ) ( , ),� ) � )
�
�

1
0 , (64)

M Q
i i S Si i

, ( , ) ( , ),� ) � )
�
�

1
0 , (65)

f f
S Si i

(( , ) ) (( , ) )� ) � )� �
�

0 0
1

oraz , (66)

gdzie Q
i

jest obci¹¿eniem dzia³aj¹cym na blok i, R i wypadkow¹, a M
i

momentem w
odniesieniu do jakiegokolwiek punktu 0 si³ zaznaczonych w nawiasach.

Równania (64) i (65) wyra¿aj¹ równowagê bloku i. Zgodnie z zasad¹ prac wirtual-
nych, praca si³ dzia³aj¹cych na blok i jest zerowa. Blok i obraca siê wzglêdem bloku
i �1 zgodnie z ruchem okreœlonym przez œrodek ruchu obrotowego 5

i
i prêdkoœæ

k¹tow¹ 6
i
. Mamy zatem równowa¿noœæ (64) i (65) 7 (67) z:

8 1

�
� � 9

i n

P Q
i i S S k k k ii i

( , )

( , ( , ) , ( , ) , ( , ) )

1

1 1
� ) � ) 65 0

18 � 9 .5
k k

k i,6

	



�

�
�

(67)

P Q
i i k k k i
( , ( , ) )5 6

� 91
jest prac¹ si³ dzia³aj¹cych na blok i, 8 1i n( , )1 ,

P Q v dS v dS v dS
i i k k k i i n i n i ti i i
( , ( , ) )5 6 � � )

� 9 �
� � � � �

�1 1 1

SSS

i t

Siii

i

i

v dS222 2
�

�

�

�

1

1

1

1
) ,(68)

gdzie:

v
ni

– absolutna prêdkoœæ normalna w punkcie i,

v
ti

– absolutna prêdkoœæ styczna w punkcie i,

v v
n ti i

oraz s¹ funkcjami 5
k
i 6

k
, k i� 91 .

Sumuj¹c dla n bloków otrzymamy:

P Q v v dS
i i k k i i n i t

Si

n

i i

i

( , ( , ) ) ( [ ] [ ])5: 6 � )
� 9

�

�

� � �21
1

1

;;
�i

n

1

, (69)

gdzie:

[ ]v v v
n n ni i i

� �
�1

,

[ ] ,v v v
t t ti i i

� �
�1

v v v v
n t n tn n0 0 1 1

0� � � �
� �

(przyczó³ki pozostaj¹ nieruchome).

Pierwszy wyraz (69) jest prac¹ obci¹¿eñ oddzia³ywuj¹cych na sklepienie w rozwa¿a-
nym polu prêdkoœci. Warunkiem koniecznym statecznoœci jest, aby na ka¿dej spoinie
S

i
zachodzi³ rozdzia³ ( �, )), spe³niaj¹cy (69) pod (66) 8( , )5

k k
6 , k n� 91 .
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Wprowadzaj¹c funkcjê +([ ])v okreœlon¹ przez + �([ ])
[ ] [ ] [ ]

v
v v v

n n t�
� � �

0

2 2

2
,

ca³ka P v v dS
n i

Si

([ ]) ([ ])� 2+ z zachowaniem warunku (66) przedstawia najwiêkszy

przyrost wyrazu � �2 ( [ ] [ ])� )
i n i t

S

v v dS
i i

i

(rys. 23). Z powy¿szego wynika warunek

konieczny statecznoœci sklepienia:

P Q P v n
k k k n i

i

n

k k
, k, ( , ) ([ ]) ( , )5 56 6

� 9
�

� 8 � 9;1
1

1 . (70)

¯eby sklepienie by³o stabilne, potrzeba, by w ka¿dym ruchu obrotowym bloków szty-

wnych ( , )5
k k
6 , k n� 91 , praca si³ zewnêtrznych by³a mniejsza od P v

i
i

n

([ ])
�
;

1

, sumy

ca³ek +([ ])v w przekrojach S
i
, któr¹ zgodnie z [16] mo¿na nazwaæ energi¹ rozpra-

szan¹ w mechanizmie. Wyrównuj¹c te dwie wielkoœci, uzyskujemy majorantê
Q

M
skrajnego Q. Wprowadzony zostaje wspó³czynnik F� , okreœlony jako

F Q Q� �� / , który jest majorant¹ wspó³czynnika pêkniêcia F
M

. W sposób klasyczny,
zaproponowany przez Salençona [14], przy okreœlaniu stanu granicznego otrzymuje-
my:

F Inf P v P Q
k

i
i

n

k k k n�
�

� 9
� �

�
�

�

�
�;

( , )
([ ]) / ( , ( , ) )

5
5

: 6
6

1
1

, (71)

gdy zachodzi:

P Q v v v v
k k k n n t n tn n

( , ( , ) )5 6
� 9

. � � � �
� �1

0 0
0 0 1 1

i . (72)

DROGI i MOSTY 4/2005

64 Gra¿yna £agoda, Marek £agoda

Rys.23. Zale¿noœæ ) ��
Fig.23. Relationship between ) ��



Poniewa¿ P v
i

i

n

([ ])
�
;

1

jest funkcj¹ dodatni¹, jednorodn¹, stopnia pierwszego, otrzymu-

jemy:

F Inf P v
k

i
i

n

�
�

� �

�
�

�

�
�;

( , )
([ ])

5: 6 1

(73)

w przypadku:

P Q v v v v
k k k n n t n tn n

( , ( , ) )5 6
� 9

� � � � �
� �1

1 0
0 0 1 1

i (74)

Rozwi¹zanie problemu polega na minimalizacji energii rozpraszanej pod pewnymi
warunkami. Dok³adniej nale¿y wyznaczyæ:

Inf P v i n w
i

i

n

i i i
([ ]), ,

�
; � 9

1

1 , ,oraz � < , (75)

gdzie�
i
,<

i
s¹ nieci¹g³oœciami prêdkoœci normalnej i stycznej œrodka spoiny pod wa-

runkiem:

P Q v v
i i i i n n

( , ( , , ) )6 � <
� 9 �

� �
1 0 1

0oraz . (76)

Warunki te mo¿na tak¿e zapisaæ nastêpuj¹co:

6

6 ' � = <

6 = �

i
i

n

i i i i i i
i=

n

i i i i

X

Y

�

� � �

� �

�
;

;

0

0

1

1

,

( ) ,

( ' <

6 � <

i i
i

n

i i i i i i
i

n

M N T

) ,

( )

�

� � �

�

�

;

;

0

1

1

1

,

	




�
�
��

�

�
�
�
�

(77)

gdzie:

X
i
, Y

i
– wspó³rzêdne œrodka J

i
spoiny S

i
,

a
i
, =

i
– kosinusy kierunkowe normalnych do spoiny S

i
,

oraz:

N H V

H V

i i j i j
j

n

j

n

i j i j

� �

� �

��
;;= '

' =

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,T
i

11

j

n

j

n

i j i j i j
j

n

j

n

j

n

M X V Y H

��

���

;;

;;;� � �

11

111

< ( ) ( ,

	




�
�

�

�
�

(78)

z (H
j
,V

j
) i<

j
tj. elementami redukcyjnymi si³ zewnêtrznych, dzia³aj¹cych na blok j

w O – œrodku skrêcania.
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6.4. PRZYK£AD OKREŒLANIA STATECZNOŒCI

Dla przyk³adu dokonano analizy belki wspornikowej o przekroju S , pokazanej na rys.
24, której materia³ spe³nia nastêpuj¹ce kryterium wytrzyma³oœciowe:

� f Sup x G
i

i i
( ) ( ) , ( ) (� � � � �� � 1

� 91 3
0

gdzie: x )

przy za³o¿eniu, ¿e naprê¿enia œciskaj¹ce s¹ dodatnie (normalna na rozpatrywanym
przekroju jest skierowana do wnêtrza). Wysokoœæ przekroju wynosi 2h, szerokoœæ
b y( ). Przekrój posiada poziom¹ oœ symetrii, która jest jednoczeœnie jego osi¹
bezw³adnoœci.

Okreœlenie funkcji podparcia (utwierdzenia) >

Je¿eli pole prêdkoœci jest ci¹g³e i ró¿niczkowalne, to > jest okreœlone przez:

� >( , ( )) ( ) ( ) ( )x d x Sup tr d x G x� � 1
�

� �, gdzie ,

przy czym d x( ) jest tensorem prêdkoœci deformacji w punkcie x. Wynika z tego, ¿e:

>( , ( )) ( ( , ) ( , ) ( , )) ,x d x Sup d Sup d Sup d� � � � � ��
0 1 2 3

0 0 0

gdzie d
i

s¹ wartoœciami podstawowymi d x( ).

Je¿eli pole prêdkoœci przedstawia nieci¹g³oœæ prêdkoœci v x v x v x( ) ( ) ( )� �2 1 wzd³u¿
powierzchni normalnej n, wówczas wiadomo, ¿e:

> >( , ( ), ( )) ( , ( ))x v x n x x D x�

gdzie:
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Rys.24. Analizowana belka
Fig.24. The analysed beam



� ( )

/ /
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D x

u u u

u

u

n t t

t

t

�

?

@

A
A
A

B

C

D
D
D

1 2

1

2

2 2

2 0 0

2 0 0

,

a u
n

jest nieci¹g³oœci¹ normaln¹, zaœ u
t1

i u
t2

s¹ nieci¹g³oœciami stycznymi. Wartoœci
ogólne D s¹:

� � �
1 2 3

0
2 2

� �
�

�
�

, , .
u u u u

n n

Tylko �
2

jest ujemna, wiêc:

>( , ( ), ( ))x v x n x
u u

n�
�

�
0 2

.

Warunek konieczny statecznoœci belki

Je¿eli istnieje pole prêdkoœci dopuszczalne kinematycznie takie, ¿e moc (praca) si³ ze-
wnêtrznych w tym polu przewy¿sza moc rozpraszania (dysypacji), wyst¹pi niezgod-
noœæ miêdzy równowag¹ konstrukcji i kryterium wytrzyma³oœciowym.

Opis rozwa¿anego pola prêdkoœci:

v �0 – wszêdzie przed spoin¹ S,

v k M� 86 0 – prêdkoœæ jest 6k w koniunkcji z 0M dla wszystkich punktów
M le¿¹cych za S lub na S , 0 jest jakimkolwiek punktem.

Zgodnie z rys. 25, J jest œrodkiem ciê¿koœci przekroju S , natomiast ( )J xyz jest pun-
ktem odniesienia takim, ¿e Jx jest normalne przy S i skierowane na zewn¹trz. Nie-
ci¹g³oœæ prêdkoœci mo¿na zapisaæ w punkcie M ( , )0 y przekroju S :

v x y y y i x j( , ) (( ) ( ) )� � � �6
0 0

albo:

v x y y i j( , ) ( ) ,� � �� 6 <

gdzie:

� 6 < 6� � �y x ,
0 0

,

� i< s¹ sk³adowymi ruchu (nieci¹g³oœci prêdkoœci) w punkcie J . Uwzglêdniaj¹c po-
wy¿sze i wczeœniejsze rozwa¿ania, energiê dysypacji mo¿emy zapisaæ w postaci:

>( , , , ) ( ) ( ) ,x y y6 � <
�

� 6 < � 6� � � � ��
�
� �

�
�0 2 2

2

oraz:

P v y b y dy
h

h

( ) ( , , , ) ( ) .�
�
2> 6 � <
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W przypadku, kiedy b jest sta³e (np. przekrój prostok¹tny), otrzymujemy:

dla < - 0 i 6- 01)

P v P
b

u u arcsh u u
u

u

( ) ( , , )� � � � � �?
@

B
C

6 � <
� <

6
� �0

2
2 2

4
1

1

2

,

gdzie � �1 gdy < .0 i � � �1gdy <# 0 oraz u
h

1
�

�� 6
<

, u
h

2
�

�� 6
<

,

dla < - 0 i 6�02)

P bh( , , )0
0

2 2� < � � < �� � ��
�
� �

�
� ,

gdy < �03)

• jeœli � 6� � h P h( , , )6 � � �0 2
0

� � ,

• jeœli � � �6 � 6h h P h( , , )6 �
� 6 �

6
0

2
0

2

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

,

• jeœli 6 �h � P( , , )6 � 0 0� .

Mo¿na wykazaæ, ¿e funkcja ta jest wszêdzie okreœlona i ci¹g³a poza punktem ( , , )0 0 0 ,
gdzie pochodna � nie jest okreœlona.

Praca si³ zewnêtrznych jest równa:

� �P y n v y b y dy
e

h

h

� � �
�
2 �( ): ( ) ( ) ,
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Rys.25. Przekrój i mechanizm obrotu bloków
Fig.25. Section and rotation mechanism of block



zak³adaj¹c � �P y b y dy
e xx xy

h

h
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�
2 � � 6 � <( ) ( ) , bêdzie P M N T

e
� � �6 � < ,

N b y dy , b y dy
xx

h

h

xy

h

h

� �
� �
2 2� �( ) ( )T i M y b y dy

xx

h

h

� ( ) .
�
2z:

Z tego wynika, ¿e konstrukcja z pewnoœci¹ nie bêdzie sta³a, jeœli: P P
e
. ( , , )6 � < , czyli

¿e: M N T P6 � < 6 � <� � . ( , , ). Oznacza to, ¿e rozk³ad naprê¿eñ � i ) w przekroju S
nie odpowiada N , T, M i nie spe³nia kryterium wytrzyma³oœciowego.

Rozpatruj¹c przypadek, gdy6.0, to poniewa¿ P( , , )6 � < jest funkcj¹ jednorodn¹ pier-
wszego stopnia, uzyskujemy:

� �M Ny Tx
b

x f u f u� � . � �
0 0

0
0
2

2 14

�
( ) ( ) ,

gdzie:

f u u u arcsh u u( ) � � � �� �1 2 2 .

Ta nierównoœæ wyra¿a, ¿e konstrukcja jest z pewnoœci¹ niestateczna, je¿eli punkt w
którym wystêpuj¹ (M, N, T) znajduje siê w pó³przestrzeni nie zawieraj¹cej punktu (0,
0, 0), ograniczonej p³aszczyzn¹ o równaniu:

� �M Ny Tx
b

x f u f u� � � � �
0 0

0
0
2

2 14

�
( ) ( ) .

Uzyskujemy w ten sposób zbiór przestrzeni o 2 parametrach, która zawiera powierz-
chniê – obwiedniê. Równanie parametryczne tej powierzchni ma postaæ:
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Zakres obci¹¿eñ (M, N, T), dla których warunek konieczny statecznoœci konstrukcji
jest spe³niony w przekroju S , znajduje siê wewn¹trz bry³y ograniczonej przez tê po-
wierzchniê, która posiada 3 p³aszczyzny symetrii, a mianowicie:

N M TE E E� � �0 5 0 0, ; ; .

Wiemy, ¿e nie istniej¹ proste równania algebraiczne, opisuj¹ce M, N, T, zbli¿one do
tej powierzchni. Analizuj¹c mechanizmy, dla których6 lub< jest równe zero, uzysku-
jemy przekroje tej powierzchni przez p³aszczyzny M TE E� �0, i tak otrzymujemy:

dla 6�0 elipsê o równaniu ( , ) , ,N TE E� � �0 5 0 25 0 252 2

.

dla < �0 dwa ³uki paraboli o równaniach N N ME E E� � �( )1 0 rozpatrywane

miêdzy punktami N E �0 i N E �1.

Na rys. 26 przedstawiono zakresy statecznoœci potencjalnej dla przekroju w p³aszczy-
Ÿnie ( , )N ME E . Kiedy wytrzyma³oœæ na œciskanie�

0
o zmierza do nieskoñczonoœci,

warunek konieczny statecznoœci sprowadza siê do:

M NE E� .

Proste M NE E� 0 s¹ styczne w 0 z dwoma ³ukami paraboli. W koñcu mo¿na powie-
dzieæ, ¿e dla wszelkiego obci¹¿enia (M, N, T ) spe³niaj¹cego warunek konieczny state-
cznoœci mamy:

N N ME E E� � �( )1 0 .

Przedstawiona powy¿ej na przyk³adzie typowego sklepienia procedura na wzorach
ogólnych pokazuje jak mo¿na wykorzystaæ wczeœniej opisane hipotezy do praktycz-
nego obliczania konstrukcji mostowych.

DROGI i MOSTY 4/2005

70 Gra¿yna £agoda, Marek £agoda

Rys.26 Zakresy potencjalnej statecznoœci dla przekroju w p³aszczyŸnie ( , )M N
E E

Fig.26. Ranges of potential stability for the section in plane ( , )M N
E E



7. PODSUMOWANIE

Przedstawione rozwa¿ania opieraj¹ siê na analizach wielu teoretyków oraz maj¹ swo-
je potwierdzenie w wynikach badañ doœwiadczalnych. Obliczanie zniszczenia (pêk-
niêcia) umo¿liwia stwierdzenie nietrwa³oœci obiektu, kiedy obci¹¿enie jest na
zewn¹trz zbioru obci¹¿eñ potencjalnie przenoszonych lub kiedy wspó³czynnik pêk-
niêcia jest mniejszy od jednoœci.

Trwa³oœæ obiektu nie ogranicza siê do trwa³oœci sklepienia. Nale¿a³oby sprawdziæ
trwa³oœæ (statecznoœæ) globaln¹ obiektu, w³¹czaj¹c do tego podpory i fundamenty,
lecz w praktyce jest to rzecz bardzo trudna. Mo¿na jedynie analizowaæ konstrukcjê
przez obliczanie czêœci za czêœci¹.
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STRENGTH ANALYSIS OF MASONRY ARCH BRIDGES

Abstract

Masonry arch bridges form an integral part of the Polish road and railway infrastructure. They
are the oldest structure types in the bridge population with thousands still in service despite their
age and the significant changes in loading conditions since their construction. The design of
these structures was based on empirical rules and contemporary railway and road loads, which
has resulted in structures with an inherent ability to withstand greater loads and extreme
weathering conditions. Today many masonry arches carry a load that is radically different from
that which existed when they were constructed.

In order that European roads and railways may accommodate increased axle loads, speeds
and a greater volume of freight traffic, it is necessary to assess the load carrying capacity of
existing masonry arch bridges. Assessment of masonry arch bridges is difficult as there is little
knowledge or experience of the design of these structures to modern standards.

In addition, many masonry arches belong to the civil engineering heritage, and their substitution
or refurbishment requires careful consideration with maintenance strategies adopted to
promote solutions that preserve and restore these structures instead of their replacement. To
provide confidence in the assessment result, reliable input parameters for the calculations are
required. This paper gives suitable possibilities of the calculations methods for the assessment
of the load carrying capacity of existing masonry arch bridges. The masonry criterion, which
take its mechanical properties under consideration, are presented. The analysis was performed
on the basis of Coulomb strength criterion including isotropy and anisotropy of masonry
structure. The application of the limit load theory was discussed as well.

The practical issue of vaults stability determination methods are herein introduced. The
well-known, but modified, pressure center line method and stability analysis based on
destriction mechanism are presented. The use of destruction mechanism was exposed during
vault stability finding.
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