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SPRÊ¯YSTO-PLASTYCZNYCH2)

STRESZCZENIE. Praca zawiera analizê statecznoœci œciskanych prêtów pryzmatycznych o

przekroju ko³owym pe³nym, w zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych. Rozwa¿ane s¹

smuk³oœci λ λ λ
H r
≤ ≤ , gdzie λ π

H H
E R= / , R

H
jest granic¹ proporcjonalnoœci oraz smuk³oœæ

λ
r

rozdziela zakres odkszta³ceñ sprê¿ystych od zakresu sprê¿ysto-plastycznego.

Przedstawiono opis badañ eksperymentalnych oraz analizê wyników tych badañ na podstawie

zaproponowanych przez autora wzorów okreœlaj¹cych parametry statyczne i geometryczne

prêta materialnego oraz wartoœæ energii i pracy si³ zewnêtrznych stanu krytycznego i

nadkrytycznego. Badania uzupe³niono obliczeniami wspó³czynnika pewnoœci konstrukcji,

który wg zaproponowanej w pracy teorii ma wartoœci znacznie mniejsze ni¿ te wynikaj¹ce z

normy PN-90/B-03200 dotycz¹cej obliczeñ statycznych i projektowania konstrukcji stalowych.

W analizie uwzglêdniono, wynikaj¹cy z badañ eksperymentalnych przebieg próby œciskania, w

której œciskany prêt zachowuje postaæ prostoliniow¹ tylko w pierwszym etapie próby. Przy sile

P
E

/ 3, gdzie P
E

jest wyznaczon¹ przez Eulera wartoœci¹ si³y krytycznej, wystêpuje krytyczne

skrócenie jego osi a prêt staje siê nieœciœliwy. Powy¿ej tej si³y obserwuje siê ugiêt¹ stateczn¹

postaæ prêta. Prêt osi¹ga energiê potencjaln¹ równ¹ maksymalnej energii sprê¿ystej

wynikaj¹cej ze struktury materia³u i kszta³tu przekroju poprzecznego prêta. Odkszta³cenia

trwa³e pojawiaj¹ siê przy obci¹¿eniu si³¹ P P
E

> , przy której materia³ prêta ulega wzmocnieniu.

1. WSTÊP

Stalowe konstrukcje noœne mostów drogowych, zw³aszcza kolejowych nale¿¹ do
najbardziej odpowiedzialnych konstrukcji w praktyce in¿ynierskiej. Wiele katastrof

1) mgr in¿. − emerytowany projektant konstrukcji, Warszawa
2) pracê poœwiêcam moim córkom El¿biecie i Beacie
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mostów np. w Manchenstern w Szwajcarii w 1896 r., na rzece Kewdzie w Rosji w 1892 r.
czy na rzece Quebec w Kanadzie by³o spowodowanych niedoskona³oœci¹ metod obli-
czeniowych stosowanych w projektowaniu konstrukcji [1] i przyczyni³o siê do rozwoju
badañ podstawowych elementów konstrukcji mostowych, w tym badañ nad stateczno-
œci¹ elementów œciskanych. Istotny jest zw³aszcza zakres sprê¿ysto-plastyczny pracy
konstrukcji, gdy wystêpuj¹ce w nich naprê¿enia œciskaj¹ce s¹ wy¿sze od granicy
proporcjonalnoœci R

H
. Prace te zapocz¹tkowa³ polski uczony Feliks Jasiñski [2], który

wprowadzi³ do rozwa¿añ zmienny modu³T. Jego sugestiê rozwinêli Engesser [3] , Kar-
man [4] oraz Ylinen [5]. Aktualnie, teoretyczne i eksperymentalne badania statecznoœci
elementów konstrukcyjnych w zakresie sprê¿ysto-plastycznym: prêtów pryzmatycz-
nych, kszta³towników, p³yt, elementów cienkoœciennych etc. s¹ prowadzone w wielu
oœrodkach naukowych na œwiecie [6 - 7].

W niniejszej pracy opisano badania eksperymentalne oraz podano œcis³e teoretyczne
wzory, które mog¹ byæ wykorzystane do obliczeñ konstrukcji zbudowanych z
uk³adów prêtowych np. mostów, suwnic, maszyn budowlanych itd.

Analiza dotyczy statecznoœci prêtów pryzmatycznych o przekroju ko³owym pe³nym,
o smuk³oœciachλ λ λ

H r
≤ ≤ , gdzie smuk³oœæλ

r
rozdziela zakres odkszta³ceñ sprê¿y-

stych od zakresu sprê¿ysto-plastycznego. W prêcie o smuk³oœci λ
r
, obci¹¿onym eu-

lerowsk¹ sil¹ krytyczn¹ P
E

, ca³kowite naprê¿enie, od œciskania i zginania,
wystêpuj¹ce w skrajnych w³óknach - po jego wklês³ej stronie - jest równe granicy
proporcjonalnoœci materia³u R

H
. W odniesieniu do przekroju bêd¹cego przedmio-

tem badañ smuk³oœæ λ
r
= 4,369λ

H
, gdzie smuk³oœæ graniczna λ π

H H
E R= / .

Autorowi nie s¹ znane przypadki, aby w œciskanych prêtach o smuk³oœciach
λ λ<

r
uwzglêdniono wystêpowanie modu³ów wyboczeniowych E E* < , istotnych

zw³aszcza w konstrukcjach cienkoœciennych opisanych przez W³asowa [8].

W pracy [9] przedstawiono wyniki badañ œciskanych prostych prêtów o smuk³oœci
λ λ≥

r
. Stwierdzono, ¿e przy sile œciskaj¹cej

P P
E

≈ / ,3 (1.1)

wystêpuje krytyczne skrócenie osi prêta

∆l i l i l l
k k
= = = =π π λ ε π λ22 2 2 2/ / / , (1.2)

gdzie l jest d³ugoœci¹ pocz¹tkow¹ prostego prêta, natomiast i jest promieniem

bezw³adnoœci rdzenia przekroju poprzecznego prêta. Przy obci¹¿eniu si³¹ P P
E

< / 3

prêt zachowuje postaæ prostoliniow¹, a przy sile P P
E

= / 3 pojawiaj¹ siê, pierwsze

mierzalne ugiêcia wynosz¹ce ~0,0002 cm = 2 µm, wystêpuj¹ce niezale¿nie od

smuk³oœci prêta. Przy si³ach P P
E

> / 3 spe³nione s¹ zale¿noœci

k
l f

P

E J
w

2
2

2

2

2

4 2= = =
•

π αsin ( / )
.

(1.3)
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Dokrytyczne si³y œciskaj¹ce P P
E

≤ s¹ natomiast okreœlone zale¿noœciami

P E A
E

A E J
l

E J
f

k w

w

w w
= = = =•

•
• •ε

π
λ

π α2

2

2

2

2

2

4 2sin ( / )
,

(1.4)

gdzie E E
w

• ≤ jest modu³em wyboczeniowym wystêpuj¹cym w materiale œciskanego
prêta przy ugiêciu 0< <f f

k
, po pierwotnym wyst¹pieniu jego nieœciœliwoœci w sta-

nie prostym, zgodnie z (1.1) i (1.2).

Eulerowska, krytyczna si³a œciskaj¹ca P
E

jest ekstremaln¹ si³¹ stanów dokrytycz-
nych, wystêpuj¹c¹ w nieœciœliwym prêcie o smuk³oœci λ λ>

r
w chwili, gdy modu³

wyboczeniowy E
w

• osi¹ga wartoœæ modu³u Younga E. Tak okreœlony, sprê¿ysty, sta-
teczny stan wyboczonego prêta, wystêpuje tylko przy smuk³oœciλ λ≥

r
, gdy strza³ka

ugiêcia

a
f

l
k

k

H

= = + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

4
1

8

1
1

2

3 2π
π λ

λ λ
,

(1.5)

przy której uk³ad materialny osi¹ga - niezale¿n¹ od smuk³oœci - maksymaln¹ energiê
sprê¿yst¹

U R E A i
H H
= 3 2/ / .π (1.6)

Powy¿sza energia wynika z badañ [9] i [10], na podstawie których przeprowadzono
analizê stanów krytycznych i nadkrytycznych w pracy [10], stanowi¹cej teoretyczne
interpretacje otrzymanych wyników.

2. WZORY TEORETYCZNE WYPROWADZONE
W PRACACH [9], [10]

Krytyczne odkszta³cenie wzd³u¿ne osi œciskanego prêta

ε π λ σ σ ρ
k w E O l

E E Z= = = =•2 2

2
/ / / ( / ) ,

/
(2.1)

gdzie:

Z
O

– wspó³rzêdna po³o¿enia osi obojêtnej w po³owie d³ugoœci prêta,

ρ – promieñ krzywizny w po³owie d³ugoœci prêta.

Iloczyn przemieszczeñ poprzecznych

Z f i
O

= 2 , (2.2)
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gdzie:

f – ugiêcie (wyboczenie) w po³owie d³ugoœci prêta.

Krzywizna w po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta

1 4 22

2

2

ρ
π α= − = − = − = −

•

f

l

P f

E J

P f

E J f
w

E k sin ( / )
.

(2.3)

Adekwatna smuk³oœæ prêt œciœliwego o pe³nym przekroju ko³owym

λ λ λ λφ = + +a a
nk H nk HH

22 2 2( ) , (2.4)

gdzie nadkrytyczna strza³ka ugiêcia

a
f

l

W

A
nk

nk

H

= = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

i

λ
λ λ2

1
.

(2.5)

Stan krytyczny prêta obci¹¿onego Eulerowsk¹ si³¹ P P
E k
= , przy krytycznym wybo-

czeniu f
k
, wystêpuje przy nieœciœliwej osi prêta i jest opisany bilansem prac si³ zew-

nêtrznych

2L L L
zg œc Hk k

+ = , (2.6)

gdzie praca zginania

L P l P l
a

zg E zg E

k

k k
= =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

a

2

k∆
π π2 2 2

1
32

,
(2.7)

praca œciskania

L P l P
i

l
œc E œc Ek

= =∆ / 2
2

2 2π (2.8)

oraz maksymalna praca sprê¿ysta

L R A
i

l
R E A i U

H H

H

H H
= = =π π

2 2
2

2
2/ / .

(2.9)

Smuk³oœæ rozdzielaj¹c¹ λ
r
wyznaczamy z porównania wzorów (1.5) i (2.5)

4
1

8

1
1

12

2 2 2π
π λ

λ λ
λ
λ λ

+ −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − = −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

Η

W

A i
H

.

(2.10)

DROGI i MOSTY 3/2004

56 Jerzy Odorowicz



Krytyczny k¹t obrotu koñców wyboczonego prêta okreœlamy z wzoru

cos .α π λ
λ λk

H

= − + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟9 8 1

8

12

3 2

(2.11)

Z wzoru (1.3), w odniesieniu do stanów dokrytycznych jest

sin( / ) ,α π π
2

2 2
= =f

l
a (2.12)

a w stanie krytycznym

sin( / ) .α
π π

k

k

k

f

l
a2

2 2
= = (2.13)

Zbli¿enie koñców prêta od zginania w stanach dokrytycznych oraz krytycznych
okreœlamy z wzoru ogólnego

∆l
a

l
zg
=⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟π πa

2

2 2 2

1
32

(2.14)

albo

∆l l
zg
= −2 1 44[ cos ( / )] .α (2.15)

Przy mniejszych smuk³oœciach λ λ≤
r
ugiêcia krytyczne okreœlimy z wzoru

f i
k
= −( ) ,λ / λ Η

3 1 (2.16)

a strza³ka ugiêcia

a f l
k k H
= = −/ / / .λ λ λ3 21 (2.17)

3. OGÓLNE OMÓWIENIE BADAÑ

3.1. OPIS STANOWISKA DO BADAÑ

Badania przeprowadzono nad prêtami prostymi podpartymi obustronnie przegubo-
wo, wg schematu na rysunku 3.1. Do badañ prêtów o smuk³oœci λ λ λ

H r
≤ ≤ wyko-

rzystano stanowisko opisane w pracy [9].
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Schemat stanowiska badawczego przedstawiono na rysunku 3.2.

Przyrz¹d sk³ada siê z p³yty podstawy 1, wykonanej z ¿eliwa, w której osadzono sta-
low¹ kolumnê 2 z przymocowan¹ do niej listw¹ uzêbion¹, s³u¿¹c¹ do pionowego
przesuwania wspornika 3. Na p³ycie podstawy 1 ustawiono wagê 4, której pozioma
dŸwignia mia³a mo¿liwoœæ kontroli po³o¿enia za pomoc¹ sygnalizacji œwietlnej. Po-
miaru ugiêcia dokonywano za pomoc¹ g³êbokoœciomierza.
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Rys.3.1. Schemat podparcia obci¹¿anych prêtów

Fig.3.1. Supporting scheme of the considered beam columns

Rys.3.2. Schemat urz¹dzenia do badañ prêtów

Fig.3.2. Predesign of the experimental test stand



Przyrz¹d zapewnia dok³adnoœæ pomiarów:

• obci¹¿eñ prêta do 0,02 G ≅ 2 ⋅10-4 N,

• zbli¿eñ koñców prêta do 0,002 mm,

• ugiêæ prêta do 0,0025 mm.

Do pomiarów ugiêcia zastosowano g³êbokoœciomierz wy¿szej klasy dok³adnoœci

wyposa¿ony w koñcówkê talerzow¹ φ 15 mm u³atwiaj¹c¹ wykrycie najwiêkszego

ugiêcia prêta. G³êbokoœciomierz w³¹czony w obwód elektryczny o napiêciu U=4,5 V
zapewnia³ pomiar ugiêcia przy najmniejszej sile nacisku na prêt poprzez zastosowa-
nie sygnalizacji œwietlnej.

Pomiar zbli¿eñ koñców, ugiêcia i obci¹¿enia prêta dokonywano przy poziomym (ze-
rowym) po³o¿eniu dŸwigni wagi, kontrolowanym sygnalizacj¹ œwietln¹ poprzez re-
gulowane styki. Taki system umo¿liwi³ zarejestrowanie wartoœci ekstremalnej si³y
niszcz¹cej P

n
z du¿¹ dok³adnoœci¹. Wykrycie ekstremalnej si³y P

n
nastêpowa³o przez

samoistny zanik zdolnoœci prêta do przeniesienia ostatniego obci¹¿enia, w wyniku
czego dŸwignia wagi opiera³a siê o górny styk, powoduj¹c w³¹czenie czerwonego sy-
gna³u œwietlnego.

3.2. PRZYGOTOWANIE PRÓBEK

Przy smuk³oœciach λ λ<
r
wystêpuj¹ si³y œciskaj¹ce o du¿ych wartoœciach,

wp³ywaj¹ce ujemnie na dok³adnoœæ pomiarów. Wg wzoru (2.4) adekwatna smuk³oœæ

prêta jest zale¿na od smuk³oœci λ
H

okreœlonej wzorem λ π
H H

E R2 2= / , z którego

wynika, i¿ dla materia³ów o niskiej granicy R
H

otrzymamy wiêksze smuk³oœci bada-
nych prêtów.

Znaczne obni¿enie granicy R
H

otrzymujemy w wyniku rekrystalizacji materia³u (w
temperaturze ~650°C), która wp³ywa dodatnio na jednolitoœæ struktury, usuwaj¹c
trwa³e zgnioty powsta³e w wyniku przeci¹gania drutu. Do badañ u¿yto dwa gatunki
drutów o œrednicy d = 1,005 mm, wykonanych przez Mikrohutê Baildon ze stali od-
siarczonych i odgazowanych, poddanych nastêpnie rekrystalizacji. U¿yte do badañ
odcinki drutów, pierwotnie proste, nie uleg³y ¿adnej deformacji.

Prêty wykonane ze stali D45 o zawartoœci wêgla 0,45% wykaza³y:

– wytrzyma³oœæ na rozci¹ganie R
m

= 560,50 MPa,

– granicê plastycznoœci R
e
= 371,10 MPa, materia³ A

– granicê proporcjonalnoœci R
H

= 269,90 MPa,

– modu³ sprê¿ystoœci E = 210250 MPa,

– kwadrat smuk³oœci λ
H

2 = 6998,93.

Prêty wykonane ze stali D50 o zawartoœci wêgla 0,50% wykaza³y:

– wytrzyma³oœæ na rozci¹ganie R
m

= 627,20 MPa,
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– granicê plastycznoœci R
e
= 402,00 MPa, materia³ B

– granicê proporcjonalnoœci R
H

= 317,62 MPa,

– modu³ sprê¿ystoœci E = 210100 MPa,

– kwadrat smuk³oœci λ
H

2 = 6528,60.

Próbki przygotowane do badañ (o d³ugoœciach podanych w tablicach 3.1 i 3.2), wy-
konane przez wzorcarzy w F.W.P. „VIS”, spe³nia³y wymagania tolerancji wg
PN-80/M-02138, w której przy szeregu IT4 – stosowanym w wykonawstwie narzê-
dzi pomiarowych i wzorców – obowi¹zuje:

• tolerancja œrednicy (d = 1 mm) - 0,2 ìm,

• tolerancja bicia promieniowego 1,2 µm,

• tolerancja d³ugoœci prêtów - 8 µm,

• tolerancja równoleg³oœci tworz¹cej 1,2 µm,

• tolerancja okr¹g³oœci zarysu ko³owego 0,08 µm,

• chropowatoœæ docieranych i polerowanych powierzchni 0,16 µm.

Wysoka dok³adnoœæ wymiarowa i geometryczna prêtów umo¿liwia wysnucie z badañ
racjonalnych wniosków, odnosz¹cych siê do modelu preta idealnego. Kuliste koñce
prêtów wg rysunku 3.3 zahartowano powierzchniowo na g³êbokoœæ oko³o 0,5 mm,
otrzymuj¹c twardoœæ warstwy oko³o 750 HV.
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Rys.3.3. Schemat u³o¿yskowania prêtów

Fig.3.3. Predesign of the rods bearing
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Po spolerowaniu zahartowanych czó³ pokryto je warstw¹ chromu technicznego o
gruboœci q = 5 µm w celu zmniejszenia tarcia w ³o¿yskach. Hartowane ³o¿yska o
twardoœci wynosz¹cej oko³o 900 HV po spolerowaniu pokryto równie¿ warstw¹
chromu technicznego i nastêpnie spolerowano.

Dziêki kontaktowi utwardzonych koñców prêta z twardymi ³o¿yskami unikniêto zja-
wiska utwierdzania siê œciskanego prêta w miêkkich ³o¿yskach, powoduj¹cego
wzrost si³y œciskaj¹cej przy zmniejszonym ugiêciu, co w efekcie powoduje b³êdne
wyniki badañ.

Bardzo wa¿nym testem œwiadcz¹cym o nale¿ytym przygotowaniu próbek do badañ
oraz o poprawnym wyznaczeniu modu³ów Younga E – by³o sprawdzenie zachowa-

nia siê prêtów przy obci¹¿eniu si³ami P P
E

= / 3, przy których prêt osi¹ga krytyczne

skrócenie osi ∆l i
k
=π 2 2 / l i jednoczeœnie w pierwotnie prostym prêcie pojawiaj¹

siê pierwsze mierzalne mikro-ugiêcia o wartoœci ~2 µm.

Wszystkie próbki spe³ni³y ten test pozytywnie, co uwiarygodnia póŸniejsze wyniki
w³aœciwych badañ zestawionych w tablicach 3.1 i 3.2.

Przeprowadzony test wykaza³, ¿e pierwotnie proste prêty pryzmatyczne obci¹¿ane
osiowymi si³ami œciskaj¹cymi pozostaj¹ w stanie prostym tylko do chwili wyst¹pie-
nia nieœciœliwoœci osi, zgodnie z (1.1) i (1.2).

W rozdziale 6 podano pe³ne wyniki badañ nad obci¹¿aniem prêta nr 59, które po-
twierdzaj¹ powy¿szy wniosek.

3.3. CEL BADAÑ

Celem badañ by³o okreœlenie podstawowych parametrów geometrycznych i statycz-
nych prêta w ekstremalnym stanie obci¹¿enia, a wiêc:

– wyznaczenie ekstremalnej wyboczeniowej si³y niszcz¹cej P
n
,

– ekstremalnego ugiêcia niszcz¹cego f
n
,

– zbli¿enia ca³kowitego koñców prêta ∆ ∆ ∆l l l
c zg œcn n
= + .

3.4. OPIS PRZEPROWADZONYCH BADAÑ

Badania przeprowadzono w pomieszczeniu pozbawionym drgañ w temperaturze oto-
czenia 18°C. W celu zminimalizowania tarcia w przegubach, kuliste koñce prêtów po-
krywano warstw¹ smaru z dodatkiemM S

0 2
. Wszystkie pomiary przeprowadzano przy

poziomym (zerowym) po³o¿eniu dŸwigni wagi, a zapisy dokonywano na oddzielnych
kartach z numerem prêta.

D³ugoœci prêtów wykonanych z materia³u D45 zestawiono w tablicy 3.1, nadano im
numery 45 ÷ 52. Prêty wykonane z materia³u D50 zestawiono w tablicy 3.2, nadaj¹c
im numery 53 ÷ 60.

BADANIA DOŒWIADCZALNE NAD ŒCISKANIEM PRÊTÓW PRYZMATYCZNYCH 63



Wyniki badañ prêtów wykonanych z materia³u D45 podano w tablicy 3.1 w kolumnach
5 ÷7, natomiast wyniki badañ prêtów z materia³u D50 podano w kolumnach 5 ÷7 tabli-
cy 3.2.

W kolumnie 10 obu tablic wyznaczono obliczeniow¹ wartoœæ zbli¿enia koñców prêta
od zginania, a w kolumnie 11 podano wartoœci skróceñ od œciskania.

W kolumnie 12 obu tablic podano wartoœci prac zginania L
zg n

od zewnêtrznych si³
niszcz¹cych P

n
, natomiast w kolumnie 13 zestawiono obliczeniowe wartoœci prac

œciskania L
œcn

od tych samych si³ zewnêtrznych.

obu tablic wynika, ¿e w miarê zmniejszania siê smuk³oœci prêtów maleje praca zgina-
nia L

zg n
i jednoczeœnie wzrastaj¹ prace œciskania L

œcn
.

W tablicy porównawczej 3.3, kolumny 1 ÷ 4 dotycz¹ wyników z tablicy 3.1 dla prê-
tów wykonanych ze stali D45, a kolumny 5 ÷8 dotycz¹ wyników z tablicy 3.2 dla prê-
tów wykonanych ze stali D50.

W kolumnie 3 podano wartoœæ maksymalnej pracy sprê¿ystej dla prêtów wykona-
nych ze stali D45 wg wzoru (2.9)

L R A
i

H H

H

= = ⋅ −π
λ

2
3

2
3 4413 10, ,J

(3.1)

która jest równa maksymalnej energii sprê¿ystej wg (1.6)

U
R

E
A i

H

H= = ⋅ −
3

33 4413 10
2

π
, .J

(3.2)

W kolumnie 7 podano wartoœæ maksymalnej pracy sprê¿ystej dla stali D50

L R A
i

H H

H

= = ⋅ −π
λ

2
3

2
3 8089 10, ,J

(3.3)

która jest równa maksymalnej energii sprê¿ystej

U
R

E
A i

H

H= = ⋅ −
3

33 8089 10
2

π
, .J

(3.4)
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Tablica 3.3 Porównanie prac si³ zewnêtrznych wg (2.6)
z maksymaln¹ energi¹ sprê¿yst¹ U L R A i

H H H
= =

H
π λ2 2/

Table 3.3 Comaprision of the work of external forces, according to (2.6)
with the maximum elastic energy U L R A i

H H H
= =

H
π λ2 2/

Prêty z tablicy 3.1 Prêty z tablicy 3.2

Nr prêta

2 L L
zg œcn n
+

wg (2.6)

L
H

kolumna 3

kolumna 2
Nr prêta

2 L L
zg œcn n
+

wg (2.6)

L
H

kolumna 7

kolumna 6

[J] [J] [J] [J]

1 2 3 4 5 6 7 8

45 3,422 ⋅ 10-3

L
R

A
i

H
H

H

=
=

⋅
−

π λ2

3

2
3

4
4
1

1
0

,
J 1,0056 53 3,807 ⋅ 10-3

L
R

A
i

H
H

H

=
=

⋅
−

π λ2

3

2
3

8
0
9

1
0

,
J 1,0004

46 3,433 ⋅ 10-3 1,0019 54 3,813 ⋅ 10-3 0,9990

47 3,453 ⋅ 10-3 0,9965 55 3,823 ⋅ 10-3 0,9953

48 3,423 ⋅ 10-3 1,0052 56 3,812 ⋅ 10-3 0,9992

49 3,443 ⋅ 10-3 0,9994 57 3,796 ⋅ 10-3 1,0035

50 3,466 ⋅ 10-3 0,9929 58 3,801 ⋅ 10-3 1,0019

51 3,430 ⋅ 10-3 1,0034 59 3,805 ⋅ 10-3 1,0011

52 3,427 ⋅ 10-3 1,0042 60 3,789 ⋅ 10-3 1,0053

3.5. ANALIZA WYNIKÓW BADAÑ

W kolumnie 2 tablicy 3.3 podano bilanse prac od si³ zewnêtrznych obliczone na pod-
stawie wzorów (2.7) ÷ (2.9) dla przebadanych prêtów wykonanych ze stali D45. Ma-
ksymalna niezgodnoœæ miêdzy kolumnami 3 i 2 wynosi 7‰ dla prêta nr 50.

W kolumnie 6 podano bilanse prac od si³ zewnêtrznych dla przebadanych prêtów wy-
konanych ze stali D50, a z kolumny porównawczej 8 maksymalna niezgodnoœæ wy-
nosi 4,7‰ dla prêta nr 55.

Na ogóln¹ niezgodnoœæ wyników bilansów prac podanych w kolumnach 2 i 6 maj¹
wp³yw niedoskona³oœci pomiarów: ugiêcia f

n
, zbli¿enia koñców ∆l

c
oraz obci¹¿e-

nia P
n
.

Z analizy statystycznej wynika, ¿e ³¹czny maksymalny b³¹d pomiarów mo¿e
wywo³aæ maksymaln¹ odchy³kê bilansu prac wynosz¹c¹ ±9,2‰, a najbardziej pra-
wdopodobn¹ wynosz¹c¹ ±3‰. Otrzymane wyniki z badañ mieszcz¹ siê w tych prze-
dzia³ach i dlatego nale¿y uznaæ, ¿e wyniki z badañ ca³kowicie potwierdzaj¹, i¿ w
zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych wielkoœci ekstremalnych si³
niszcz¹cych P

n
, ugiêæ niszcz¹cych f

n
i zbli¿eñ koñców prêta ∆l

n
wynikaj¹ z prawa

zachowania maksymalnej energii sprê¿ystej wg (2.6) i (2.9).
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Z kolumn 9 tablic 3.1 i 3.2 wynika, ¿e ilorazy si³ P P
n k

/ malej¹ regularnie w miarê
zmniejszania siê smuk³oœci prêtów.

W nastêpnej czêœci analizy dokonujemy obliczeñ wielkoœci promieni krzywizn prêta
w po³owie jego d³ugoœci wg zale¿noœci (2.3) zapisuj¹c wzór w postaci

ρ π π
n l n

l f l
( / )

/ / .
2

2 2 2= = a
n

(a)

Wyniki obliczeñ zestawiamy w tablicy 3.4.

Tablica 3.4 Wartoœci promieni krzywizn ρ
n

w po³owie d³ugoœci badanych prêtów
Table 3.4 Values of radii of curvatures ρ

n
in the middle of the tested rods span

Prêty z tablicy 3.1 Prêty z tablicy 3.2

Poz. Nr prêta
l f

n
ρ π

n n
l f= 2 2/

Poz. Nr prêta
l f

n
ρ π

n n
l f= 2 2/

[cm] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 45 9 0,2220 36,9685 1 53 8,75 0,2240 34,6313

2 46 8 0,1865 34,7697 2 54 8 0,1965 33,0000

3 47 7 0,1535 32,3436 3 55 7 0,1625 30,5522

4 48 6 0,1215 30,0211 4 56 6 0,1280 28,4966

5 49 5 0,0920 27,5330 5 57 5 0,0970 26,1137

6 50 4 0,0645 25,1340 6 58 4 0,0682 23,7700

7 51 3 0,0385 23,6855 7 59 3 0,0406 22,4604

8 52 2,09 0,0117 37,8274 8 60 2,02 0,0118 35,0365

4. BILANS PRAC OD SI£ ZEWNÊTRZNYCH DLA ZAKRESU
ODKSZTA£CEÑ SPRÊ¯YSTO-PLASTYCZNYCH

Z analizy danych zawartych w kolumnach 5 i 10 tablicy 3.4 wynika, ¿e promienie
krzywizn ρ

n
malej¹ wraz z d³ugoœci¹ prêtów, jednak¿e w prêtach nr 52 i 60 wystêpu-

je ich raptowny wzrost.

Dla prêtów wykonanych ze stali D45 wg tablicy 3.1 okreœlono smuk³oœæ rozdzie-
laj¹c¹ λ

r
= 4,3961, λ

H
= 367,513 oraz d³ugoœæ l

r r
=λ i = 9,1888 cm. Wg wzoru

(2.16) ugiêcie prêta wynosi
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f i i
r

r

H

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − = − =

λ
λ

3

31 4 3961 1 0 229, , ,cm

(b)

oraz promieñ krzywizny

ρ π
r r

l= =2 2 37 338/ , .f
r

cm (c)

Jest on zbli¿ony do promienia krzywizny prêta nr 52.

Dla stali D50 okreœlono smuk³oœæ rozdzielaj¹c¹λ
r
=4,3961 oraz λ

H
=355,2 (wg ta-

blicy 3.2), sk¹d d³ugoœæ l
r r
=λ i = 8,880 cm.

Ugiêcie prêta wynosi

f i
r
= − =4,39613 1 0 229, ,cm (d)

a promieñ krzywizny

ρ π
r r

l f= =2 2 34 879/ , .cm (e)

Jest on zbli¿ony do promienia krzywizny prêta nr 60.

W tej sytuacji mo¿emy postawiæ hipotezê, ¿e promieñ krzywizny prêta o smuk³oœci
λ

H
jest równy promieniowi krzywizny prêta o smuk³oœci λ

r
, czyli

ρ ρ
n H r( )

,= (4.1)

a po podstawieniu stosownych wartoœci jest

l l

f f

H

n H

r

r r

2

2

2

2

2

2

4 3961

π π πf

l
H

2

( )

,
.= =

(4.2)

Przyjmuj¹c zapis, λ λ χ
r H r

/ = , otrzymamy z wzorów (4.2) oraz (b) wzór na ugiêcie
niszcz¹ce prêta o smuk³oœci λ

H
w postaci

f i
n H

r r

( )
= −1 1

4χ χ
(4.3)

i jednoczeœnie jest z wzoru (4.3) oraz (b)

f

f

r

n H

r r

r

r

( )

( )
.=

−
−

=
χ χ
χ χ

χ
3 5

21

r

4

(4.4)
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Z wzoru (4.3) otrzymujemy ugiêcie

f
n H( )

, ,=0 01185 cm (f)

które jest wiêksze o 1,28% od ugiêcia prêta nr 52 i zaledwie o 0,42% wiêksze od ugiê-
cia prêta nr 60.

Przyjmuj¹c, ¿e w prêcie nr 60 jest ugiêcie wg (f) i promieñ krzywizny wg (e) otrzy-
mamy si³ê

P
E

f
n H

= =J

n(H)
ρ

( )

, ,24 9457 daN
(g)

a tak¹ wartoœæ ma teoretyczna si³a P
k

prêta nr 60 zapisana w kolumnie 4 tablicy 3.2.
Rzeczywista si³a niszcz¹ca jest mniejsza o wartoœæ 1,1555 co œwiadczy o tym, ¿e w
materiale prêta wystêpuje modu³ wyboczeniowy

E E
w H( )

, , ,=0 8654 11555E = P / P = E /
n k

(h)

przy obecnoœci odkszta³ceñ trwa³ych ∆ε
trw

>0. Taki stan potwierdza rzeczywiste
trwa³e ugiêcie ka¿dego badanego prêta po jego odci¹¿eniu.

Mo¿emy wiêc zapisaæ, ¿e

P

P

P

l l P P
n

w

n

k

k n

= = =
π

π
π2

2

2

2

2

2

E J

l

E J
E J

( / )
,

(4.5)

gdzie

l P P l
k n z

/ = (4.6)

jest d³ugoœci¹ zastêpcz¹, przy pomocy której mo¿emy obliczyæ wartoœæ si³y
niszcz¹cej P

n
wg hiperboli Eulera, co pokazano na rysunku 4.1.

Przyjêcie d³ugoœci zastêpczej umo¿liwia obliczenie wartoœci skrócenia prêta od œci-
skania si³¹ P

n
poprzez zapis:

∆l l
P

l P P
i

P P

i
œcn zk z

n

k n

k n

= = = =ε π
λ

π
λ

π
P

k

2

2

2 2

( / )
/

/

2

l P
n

P
k

/
.

(4.7)

Zapiszmy bilans prac od si³ zewnêtrznych wg zale¿noœci (2.7)
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2
4 2 2

2 2 2 2 22

P l
a P i

l P P

P i

l
n

n n

k n

H

H

π π π+ =
/

,
(4.8)

st¹d mo¿na wyznaczyæ

a
P

P
l

i

l P

P

P

i

l
n

H

n

l

n

k

n H

2

2 2

2

2

3

2

2
= ⋅ − = −

i

l l P

i l

l PH k
/

k
/

.
P

n

(4.9)

Przyjmuj¹c P P
k n

/ =β otrzymujemy

a
n
= −β λ

λ λ β
H

3 2

1
,

(4.10)

sk¹d po przemno¿eniu stronami przez l otrzymujemy wzór na ugiêcie niszcz¹ce prêta

f i
n

H

= − .β λ
λ β

3

3

1 (4.11)

Przyβ =1 wzór (4.11) przekszta³ca siê we wzór (2.16), a wzór (4.10) staje siê wzorem
(2.17). Zapis zale¿noœci (4.10) wynika z lewej strony zapisu (2.10) jednak¿e przy
smuk³oœciach λ λ<

r
ró¿nice otrzymywanych wyników s¹ mniejsze o oko³o 0,02% i

nie maj¹ ¿adnego znaczenia w obliczeniach in¿ynierskich.
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Rys.4.1. Interpretacja po³o¿enia d³ugoœci zastêpczej l
z

Fig.4.1. Explanation of the location of replacing length l
z



Z zale¿noœci (4.3) przy wykorzystaniu wzoru (4.11) mo¿emy dla prêtów o smuk³oœci
λ λ=

H
zapisaæ równoœæ

β
β χ χH

H r r

− = −1 1 1
4

, (4.12)

z której przy χ
r
= 4 3961, otrzymujemy dla przekroju ko³owego pe³nego

β
βφH

H

− =1
0 2248, . (4.13)

Równoœæ tê spe³nia wartoœæ

β φH
=11552, . (4.14)

Mo¿emy zatem zapisaæ, ¿e wartoœæ si³y niszcz¹cej dla prêtów o przekroju ko³owym
pe³nym, o smuk³oœci λ λ=

H
wynosi

P P P
n H k H H( )

/ / , .= =β φ 11552 (4.15)

Obliczenie wspó³czynnika β
H

dla dowolnego przekroju mo¿emy dokonaæ z zapisu

β
λ
λ

χ
ζ

ζ
H

r

H

r
=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ,

(4.16)

sk¹d wyk³adnik

ζ
β
χ

=
l

l

n H

n r

.
(4.17)

Przy χ
r
= 4 3961, i β φH

=11552, otrzymujemy dla prêtów o pe³nym przekroju
ko³owym wyk³adnik potêgi

ζ φ =1 10 263/ , . (4.18)

Z dyskusji mo¿na przedstawiæ wzór ogólny na wartoœæ wspó³czynnika β dla dowol-
nej smuk³oœci prêta

β
λ
λ

ζ

= = =⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

P

P

E

E

k

n w

r .
(4.19)

Dla prêta nr 50 o smuk³oœci λ =160 przy λ
r
=367 513, , otrzymamy z powy¿szego

wzoru, przy ζ φ wg (4.18), wartoœæ wspó³czynnika βφ =10844, , a iloraz si³
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P P
n k

/ / ,= =1 0 9222βφ . Wartoœæ z badañ zapisana w kolumnie 9 tablicy 3.1 wynosi
P P

n k
/ ,= 0 9228 i jest wiêksza o 0,68‰, co potwierdza s³usznoœæ wzoru (4.19).

Dla prêtów o pe³nym przekroju kwadratowym otrzymujemy z równoœci (2.10) war-
toœæ χ λ λ

r r H
= =/ ,3 4798 i w zwi¹zku z tym na podstawie (4.12) zapisujemy

Chc¹c obliczyæ wartoœæ ilorazu E E
w

/ /=1 β dla dowolnego przekroju prêta (o zary-
sie zamkniêtym) wykonanego z dowolnego materia³u wykazuj¹cego granicê propo-
rcjonalnoœci R

H
, nale¿y najpierw okreœliæ smuk³oœæλ

r
z równoœci (2.10) i nastêpnie

wyznaczyæ wspó³czynnik β
H

z wzoru (4.12), a po wyznaczeniu wyk³adnika ζ wg
(4.17) mo¿na obliczyæ dowoln¹ wartoœæβ z wzoru (4.19) dla smuk³oœciλ λ λ

H r
≤ ≤ .

Powracaj¹c do prêtów o przekroju ko³owym pe³nym wykonujemy (dla prêtów zesta-
wionych w tablicy 3.2 wykonanych ze stali D50) obliczenia ilorazów 1/ /β = P P

n k

wg (4.19), ugiêæ niszcz¹cych f
n

wg (4.11) oraz promieni krzywizn ρ
n

wg (a) – zesta-
wiaj¹c je w tablicy 4.1.

Tablica 4.1 Ilorazy 1/ /β =P P
n k

, ugiêcia niszcz¹ce f
n

oraz promienie
krzywizn ρ

n
dla prêtów zestawionych w tablicy 3.2

Table 4.1 Quotients 1/ /β =P P
n k

, failure displacements f
n

and radii
of curvature ρ

n
for rods put together in Table 3.2

Nr prêta
Smuk³oœæ

λ
l

1

β =
P

P

n

k

wg (4.19)

a
n

wg (4.10)

f
n

wg (4.11)

ρ π=
l

f
n

2

2

wg (a)

[cm] [cm] [cm]

1 2 3 4 5 6 7

53 350 8,75 0,9986 2,562 ⋅ 10-2 2,242 ⋅ 10-1 34,607

54 320 8 0,9899 2,456 ⋅ 10-2 1,965 ⋅ 10-1 33,006

55 280 7 0,9971 2,304 ⋅ 10-2 1,613 ⋅ 10-1 30,789

56 240 6 0,9625 2,135 ⋅ 10-2 1,281 ⋅ 10-1 28,480

57 200 5 0,9456 1,941 ⋅ 10-2 9,704 ⋅ 10-2 26,103

58 160 4 0,9252 1,704 ⋅ 10-2 6,815 ⋅ 10-2 23,789

59 120 3 0,8997 1,367 ⋅ 10-2 4,102 ⋅ 10-2 22,229

60 80,8 2,02 0,8656 5,868 ⋅ 10-3 1,185 ⋅ 10-2 34,879
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Warto porównaæ wartoœci ugiêæ prêtów podanych w kolumnie 9 i promieni krzywizn
z kolumny 10 tablicy 3.4, aby dojœæ do wniosku, ¿e wartoœci te ró¿ni¹ siê niewiele od
wartoœci teoretycznych dla tych samych prêtów zestawionych w tablicy 4.1. Œwiad-
czy to o poprawnie ustawionych wzorach (4.10), (4.11) oraz (4.19).

Na podstawie obliczeñ zestawionych w tablicy 4.1 wykonamy odpowiednie wykre-
sy. Pierwszy, wykonany na rysunku 4.2 dotyczy ekstremalnych naprê¿eñ niszcz¹-
cych

σ
π
λ

π
λ βn

w
E E= =

2

2

2

2

(4.22)

na tle hiperboli Eulera dla naprê¿eñ krytycznych σ
k
.

Na rysunku 4.3 przedstawiono wykres promieni ρ
n

krzywizn wystêpuj¹cych w
po³owie d³ugoœci ugiêtych, w wyniku wyboczenia prêtów. Po prawej stronie przy
λ λ>

r
wystêpuj¹ promienie ρ

k
(stanu krytycznego) i ρ

nk
(stanu nadkrytycznego), po

lewej stronie zaœ przy λ λ<
H

wystêpuj¹ promienie ρ
n plast( )

dla zakresu odkszta³ceñ
plastycznych. Prêty o œrednicy d = 0,1 cm wykonano ze stali D50.

Dla stali D50 wartoœæ promienia ρ
H

H H

E

W

E

R

d= = =J

R 2
33,074 cm, a przy

smuk³oœci λ
r
= 355,2 jest ρ

r
= 34,879 cm > ρ

H
.
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Rys.4.2. Wykres ekstremalnych naprê¿eñ niszcz¹cych σ
n

sporz¹dzony na podstawie

wyników zestawionych w tablicy 4.1 dla prêtów wykonanych ze stali D50,

wykazuj¹cej R
H
= 31762, MPa przy E = 210100 MPa

Fig.4.2. Extremal failure stresses σ
n

plotted from results put together

in the Table 4.1 for rods made of the steel D50, for which R
H
= 31762. MPa

occurs with E = 210100 MPa



Z zale¿noœci poni¿szej otrzymujemy

ρ
ρ ρ

χr

r H

r−
= =4 39612 2, .

(i)

Przy œrednicy prêta d = 0,1 cm jest rdzeñ przekroju r d= =/ 8 0,0125 cm, a dla prêta
nr 60 o smuk³oœci λ

H
jest teoretyczne ugiêcie niszcz¹ce f

n H( )
= 0,0118532 cm.

Z poni¿szej zale¿noœci otrzymujemy

r

r f
n H

r−
= =

( )

, .4 39612 2χ (j)

Z porównania (i) z (j) wynika, ¿e

f

r

n H H

r

( )
,=

ρ
ρ

(4.23)

sk¹d wyznaczamy promieñ krzywizny

ρ
ρ λ

π πr

H

n H H n H

H
r

f

E

R

d

f

d l
= = = =J

W f
n(H)( ) ( )

8 16

2

2

2 2

2

Η

f
n(H)

=ρ
n H( )

,
(4.24)

a to jest dowodem na to, ¿e przyjêta hipoteza (4.1) jest s³uszna.
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Rys.4.3. Wykres promieni ρ
n

krzywizn prêtów wykonany na podstawie tablicy 4.1

dla prêtów o pe³nym przekroju ko³owym

Fig.4.3. Radii of curvatures ρ
n

against slederness for rods of circular

and filled section, from the Table 4.1



Najbardziej charakterystycznym wykresem, wskazuj¹cym na zdolnoœæ prêtów do
przenoszenia si³ œciskaj¹cych w zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych jest
wykres iloczynów

P Z A E
n n o w
ρ = (k)

wynikaj¹cych z wzoru poni¿szego, przy uwzglêdnieniu (2.2)

1

ρ
n

n n

w

n

o

o

o w

P f

E J

P

Z

P

Z E
= = =

i

E J A

2

w

,
(l)

które przedstawiono na rysunku 4.4, dla prêtów o œrednicy d =0,1 cm wykonanych ze
stali D50.

Na rysunku 4.3 naniesiono lini¹ przerywan¹ wykres promieni krzywizn w zakresie
odkszta³ceñ sprê¿ystych (przyλ λ≥

r
) wg przygotowanej przez autora pracy pt. “Ba-

dania nad statecznoœci¹ prêtów pryzmatycznych o bardzo du¿ych smuk³oœciach przy
obci¹¿eniach pokrytycznych P P

pk E
> ”.

W zakresie odkszta³ceñ plastycznych (przyλ λ<
H

) naniesiono lini¹ przerywan¹ wy-
kres promieni krzywizn wg przygotowanej przez autora pracy pt. “Statecznoœæ prê-
tów pryzmatycznych w zakresie odkszta³ceñ plastycznych”. Z tych samych prac
pochodz¹ przebiegi wykresów naniesione lini¹ przerywan¹ na rysunku 4.4 oraz 4.5.

W zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto-plastycznych wykresem iloczynów P
n n
⋅ρ jest

hiperbola osi¹gaj¹ca wartoœæ maksymaln¹ w p. 2 przy smuk³oœci λ λ=
H

. Dla λ λ<
H

wystêpuje raptowny spadek wartoœci funkcji, która w p. 4 dotyczy granicy sprê¿ysto-
œci materia³u R

sp
wystêpuj¹cej przy wyboczeniu. Zjawisku temu towarzyszy naprê¿e-

nie normalne σ = =R R
sp H

. W p. 7 wystêpuje granica plastycznoœci R
e

przy
wyboczeniu.
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Rys.4.4. Wykres iloczynów p
n n
⋅ρ dla prêtów o œrednicy d = 0,1 cm

Fig.4.4. Products p
n n
⋅ρ plotted for rods of diameter d = 0.1 cm



Nastêpnym wykresem wyjaœniaj¹cym s³usznoœæ podzia³u zjawisk wyboczenia na
trzy zakresy odkszta³ceñ jest wykres ilorazów E E

nk
/ , E E

w
/ i E E

wσ / przedstawio-
ny na rysunku 4.5.

Œciskany prêt o smuk³oœci λ λ>
r

przenosi si³ê krytyczn¹ P
k
przy statecznym ugiêciu

krytycznym f
k
, a po odci¹¿eniu prêt powraca do pierwotnej prostoliniowoœci, ponie-

wa¿ nie ma odkszta³ceñ trwa³ych, ∆ε
trw

=0.

W stanie nadkrytycznym wystêpuje nadkrytyczna wartoœæ modu³u Younga E E
nk
>

przy ugiêciu f f
nk k
> wywo³anym si³¹ nadkrytyczn¹ P P

nk k
> . Po odci¹¿eniu prêta

stwierdza siê jego trwa³e ugiêcie poniewa¿ w materiale prêta wystêpuj¹ trwa³e od-
kszta³cenia ∆ε

nk trw

>0, w ca³ej objêtoœci prêta.

W zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto plastycznych przy smuk³oœci λ λ λ
H r
≤ ≤ , œciska-

ny prêt przenosi ekstremaln¹ si³ê niszcz¹c¹ P P
n k
< przy ∆ε

trw
>0 i dlatego modu³

wyboczeniowy E E
w
< . Po odci¹¿eniu prêta wykazuje on trwa³¹ ugiêt¹ postaæ w

kszta³cie sinusoidy.

Na rysunku 4.6 przedstawiono wykresy naprê¿eñ, wystêpuj¹cych w po³owie d³ugo-
œci prêtów o smuk³oœciach λ

r
i λ

H
.
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Rys.4.5. Wykres ilorazów E E
w

/ dla prêtów o œrednicy d = 0,1 cm wykonanych ze stali D50

Fig.4.5. Quotients E E
w

/ plotted for rods of diameter d = 0.1 cm made of the steel D50

Rys.4.6. Wykres naprê¿eñ w po³owie d³ugoœci prêta

Fig.4.6. Normal stresses in the middle of the beam column span

a) Graph for λ λ=
H

b) Graph for λ λ λ= =
r H

43961.

a) Wykres naprê¿eñ dla λ λ=
H

b) Wykres naprê¿eñ dla λ λ λ= =
r H

4 3961,



W tablicy 4.2 zestawiono obliczenia charakterystycznych wartoœci fizycznych dla
prêta o œrednicy d = 0,1 cm i d³ugoœci l

H
=2 02, cm, wykonanego ze stali D50.

Tablica 4.2 Porównanie wyników obliczeñ dotycz¹cych prêtów o smuk³oœci λ
H

i λ
r
,

wykonanych ze stali D50
Table 4.2 Comparision of results obtained for rods of slenderness λ

H
and λ

r
,

made of steel D50

1 λ
H
= 80,8, lΗ= 2,02 cm λ

r
= 355,2, l

r
= 8,88 cm

2 a
n H( )

= 0,005868 wg (4.10) a
r
= 0,02580 wg (4.10) dla β = 1

3 f a l
n H n H H( ) ( ) ( )

= = 0,01185 cm f a l
r r r
= = 0,2290 cm

4 Z i f
d

Z
o H n H o r( ) ( ) ( )

/ ,= = +2 0 05273
2

cm = Z
o r( )

= 0,00273 cm

5 ρ π
n H H n H

l a
( ) ( )

/= =2 34,8794 cm ρ π
r r

l= =/ 2 a
r

34,8794 cm

6 E E
w H
= =/ β 181873 MPa E E

w
= = 210100 MPa

7 σ π π
n H H( )

/= =2 2E
w

274,946 MPa σ π λ
r r
= =2 2E / 16,435 MPa

8 σ ρn H

o

n H

w

Z
E

( )
=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 274,946 MPa σ ρr

o

r

Z
=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ E = 16,435 MPa

9 a a
n n

� = =2 2arcsin( / )π 1,0563� a a
r r

� = =2 2arcsin( / )π 4,6442�

10 1
3

2

4 2
/

/

/

( )

( )

( )

( )

β
H

o H

o H

o r

o r

Z

Z

Z d

Z d
= + =

+
+Z

o(r)

– λ λ
r H

/ = 4,3961 = χ
r
.Z pozycji 1 jest

– a a
r n H

/
( )

= 4,3961 = χ
r
.Z pozycji 2 jest

– f f
r n H

/
( )

= 4,39612 = χ
r

2 .Z pozycji 3 jest

– Z Z
o H o r( ) ( )

/ = 4,39612 = χ
r

2 .Z pozycji 4 jest

– α α
r n

/ = 4,3961 = χ
r
.Z pozycji 9 jest

Z pozycji 10 otrzymujemy potwierdzenie, ¿e Z Z d
o H o r( ) ( )

/= + 2, co wczeœniej zapi-
sano w poz. 4.

Powy¿sze porównanie wskazuje na harmoniê i zasadnoœæ wykorzystanych zale¿no-
œci. Warto zwróciæ uwagê na fakt, ¿e naprê¿enia obliczone w pozycji 7 i 8 s¹ jednako-
we, co jest potwierdzeniem s³usznoœci podstawowego prawa fizycznego opisanego
zale¿noœci¹ (2.1). Zostanie to równie¿ wykazane wzorem (5.5) w poni¿szym rozdzia-
le.
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5. GENEZA WYSTÊPOWANIA MODU£U
WYBOCZENIOWEGO E E

w
<

W zakresie odkszta³ceñ sprê¿ysto plastycznych – przy smuk³oœciach λ λ λ
H r
≤ ≤ –

wystêpowanie modu³ów wyboczeniowych E E
w
< jest zjawiskiem fizycznym i w

zwi¹zku z tym geneza ich wystêpowania mo¿e byæ uzasadniona wy³¹cznie przes³an-
kami fizycznymi.

Przy rozci¹ganiu próbek na nowoczesnych zrywarkach – np. marki „Instron” –
stwierdza siê, ¿e proporcjonalny przyrost d³ugoœci próbki stalowej

∆l P l E= A/ (m)

wystêpuje dla si³ o wartoœciach pomiêdzy P P
H

≈ / ,2 7 a P P
H

= , gdzie si³a P
H

wy-
znacza granicê proporcjonalnoœci R P A

H H
= / . Przy si³ach P P

H
<~ / ,2 7 wykresem

przyrostu ∆l nie jest linia prosta i zapewne jest to wynikiem wystêpowania w sieci
krystalicznej materia³u utajonych, pozornie trwa³ych mikrookszta³ceñ ∆ε • >0, po-
woduj¹cych wyst¹pienie modu³ów „sieciowych” E E• > . Po odci¹¿eniu próbki – mi-
kroodkszta³cenia ∆ε • znikaj¹ do zera. Podobne zjawiska wystêpuj¹ w prêcie

œciskanym, powoduj¹ce przy si³ach P P
k

≈ / 3 wyst¹pienie wg (1.2) ∆l i
k
=π λ2 / ,

gdy modu³y œciskania: E E
œc

• = / 3 i wyboczenia E E
w

• = / 3. Od tej chwili pozorne

odkszta³cenia ∆ε • zaczynaj¹ siê utrwalaæ w sieci krystalicznej wybaczanego prêta i
zale¿nie od smuk³oœci λ λ<

r
generuj¹ modu³y wyboczeniowe E E

w
< . Ekstremalna

si³a niszcz¹ca jest równa P E J l P
n w E
= <π 2 2/ .

Rozwa¿my iloraz modu³ów

E E
w

/ .=β (5.1)

Po pomno¿eniu i podzieleniu lewej strony przez σ otrzymujemy

σ
σ

σ ε
σ

ε
σ

β
/

/

/

/
,

E

E E

E
w trw trw=

+
= + =

Ε ∆ ∆
1

(5.2)

sk¹d

∆ε σ β σ
trw

w
E E E

= − = −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟( ) .1

1 1 (5.3)

Wg (4.19) wspó³czynnik β λ λ ζ= ( / )
r

, a po przyjêciu wg (4.22) wartoœci σ σ=
n

i
wstawieniu do (5.3) otrzymujemy

∆ε π
λ β

β π
λ β

π
λ

λ
λ

ζ

trw

r

= − = −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

2

2

2

2

2
1 1

1
1( )
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ε λ

λ

ζ

k

r

1 .
(5.4)
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Utajone odkszta³cenia trwa³e wyraziliœmy w funkcji smuk³oœci bie¿¹cej λ i
smuk³oœci rozdzielaj¹cej λ

r
, która jest zale¿na od granicy proporcjonalnoœci R

H
,

modu³u Younga E oraz wyra¿enia W A/ i, czyli od kszta³tu przekroju poprzecznego
prêta. Przy λ λ<

r
, gdy σ σ

n r
> , w osi œciskanego prêta wyst¹pi odkszta³cenie

ε
σ

ε
σ σ

β
σ

β
σ π

λ ρ
= + = + − = = = = ⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟n

trw

n n n n

w

o

l
E E E E E

Z
∆ ( )1

2

2

/

.
2

= ε
k

(5.5)

Wykorzystuj¹c zale¿noœæ (5.4) mo¿emy zapisaæ wzór na modu³ wyboczeniowy

E E E
w

trw

k r

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬1 1 1

∆ε
ε

λ
λ

ζ ⎪

⎭⎪
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =E E

r

λ
λ

β
ζ

/ .
(5.6)

Ze wzoru (5.4) wynika, ¿e tylko w prêtach o smuk³oœci λ λ≥
r

jest ∆ε
trw

=0, nato-
miast przy smuk³oœci λ λ<

r
wyst¹pi ∆ε

trw
>0 i dlatego wg (5.6) jest E E

w
< przy

β>1, a ekstremalne osiowe naprê¿enia niszcz¹ce – opisane wzorem (4.22) – przebie-
gaj¹ wg hiperboli beta przedstawionej na rysunku 4.2.

Wzór (5.6) jest wzorem dok³adnym, obliczone przy jego pomocy wartoœci ekstremal-
nych si³ niszcz¹cych P

n
odpowiadaj¹ wartoœciom uzyskanym z badañ zarówno dla

prêtów wykonanych ze stali D45 wg tablicy 3.1 oraz ze stali D50 wg tablicy 3.2.

Po udowodnieniu, ¿e przy smuk³oœci λ λ<
r

wystêpuj¹ modu³y wyboczeniowe
E E

w
< mo¿emy zapisaæ:

• wzór na energiê zginania prêta od si³ zewnêtrznych

U
P f l

E J

P f l

EJ
zg

n n

w n

n n

n
n
= =

( )

cos( / )

( )

cos( /

2 2

4 4 4 4α
β

α )
,

(5.7)

• wzór na energiê œciskania prêta od si³ zewnêtrznych

U
P l

E

P l
œc

n z n

n
= =

2 2

2 2A E A

β
,

(5.8)

• bilans energii od si³ zewnêtrznych

2
4 4 2

2 2 2 2
l

2EA

( )

cos( / )

P f l

EJ

P P l

EA

R

E

n n

n

n n H H
β

α
β

+ = = π
2

A i ,
(5.9)

• k¹t obrotu koñców prêta obliczamy z przekszta³conego wzoru (2.12) do postaci

α π
n n

a=2 2arcsin( / ) , (5.10)

gdzie a
n

okreœla wzór (4.10).

DROGI i MOSTY 3/2004

78 Jerzy Odorowicz



6. OPIS PRÓBY OBCI¥¯ANIA PRÊTA SI£¥ ŒCISKAJ¥C¥
O WZRASTAJ¥CEJ WARTOŒCI

W celu przedstawienia wykresów skróceñ osi prêta i jego wyboczenia jako funkcji
si³y w tablicy 6.1 zestawiono pe³ne wyniki badañ nad œciskaniem prêta nr 59 o d³ugo-
œci l = 3 cm.

Tablica 6.1 Zestawienie wyników badañ nad œciskaniem prêta nr 59
Table 6.1 Comparision of results of compressing tests for rod No. 59

Nr pomiaru

Wyniki z badañ Wyniki obliczeniowe

P f ∆l
c

a f l= /
E

E

œc

w

•

•

( . )

( . )

61

6 2

α �

wg (2.12)

∆l
zg

wg (2.15)

[daN] [cm] [cm] [MPa] [cm]

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1,3352 - 0,0008 - 85000 - -

2 2,9115 - 0,0014 - 79532 - -

3 4,2510 - 0,0018 - 90209 - -

4 5,4117 - 0,0020 - 103457 - -

5 6,5297 ~0,0002 0,00205 - 121302 - -

6 9,2014 0,0050 0,0021 0,00167 170933 0,3000 0,000021

7 9,7508 0,0125 0,0022 0,00417 181139 0,7500 0,000129

8 9,9475 0,0200 0,0024 0,00667 184794 1,2000 0,000329

9 9,9988 0,0300 0,0028 0,01000 185747 1,8000 0,000740

10 10,1749 0,0406 0,0034 0,01367 189018 2,4600 0,001356

11 10,0752 0,0492 0,0041 0,01642 187166 2,9520 0,001991

Na podstawie wyników badañ zestawionych w tablicy 6.1, wykonano wykres wybo-
czenia prêta – we wspó³rzêdnych ( f P, ) – przedstawiony na rysunku 6.1, natomiast
wykres skróceñ osi i zbli¿eñ koñców prêta od ugiêcia – we wspó³rzêdnych (∆l P

c
, ) –

gdy ∆ ∆ ∆l l l
c k zg
= + , przedstawiono na rysunku 6.2.

Badania wykaza³y, ¿e ka¿dy – pierwotnie prosty – badany prêt pozostaje prosty do

chwili, gdy przy sile œciskaj¹cej P P
E

= / 3 wyst¹pi – wg (1.2) – krytyczne skrócenie

jego osi ∆l i l
k
=π 2 2 / . W prêcie o nr 59 wartoœæ ∆l

k
= 0,002056 cm. Z wykresu na

rysunku 6.2 widaæ wyraŸnie, ¿e miêdzy si³ami P
5
i P

6
œciskany prêt jest w stanie nie-

œciœliwym. Wyboczenie prêta rozpoczyna siê praktycznie w chwili, gdy oœ dzia³ania
si³ zewnêtrznych wychodzi na zewn¹trz rdzenia przekroju r d f= = =/ 8

7
0,0125 cm
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– nieœciœliwego prêta – przy sile P P=
7
. Wzrastaj¹cemu skróceniu osi prêta miêdzy

si³ami P P
1 5
÷ – wg wykresu na rysunku 6.2 – towarzyszy wzrost wartoœci adekwatne-

go modu³u wystêpuj¹cego przy œciskaniu

E
P

l
œc

œc

• = l

A∆
, (6.1)

a po osi¹gniêciu nieœciœliwoœci osi – przy wyst¹pieniu pierwszych mikro-ugiêæ prêta –
wystêpuje modu³ wyboczeniowy

E
P l

w

• =
J

2

2π
.

(6.2)

Przy ca³kowitym zbli¿eniu koñców prêta ∆ ∆ ∆l l l
c k zg
= + wartoœæ modu³u E

œc

• wzra-
sta wolniej od mogu³u E

w

• , osi¹gaj¹cego w p. 10 wartoœæ modu³u wyboczeniowego
E E

w
= =/ /β Ε 1,1115 = 189018 MPa, zgodn¹ z zale¿noœci¹ (5.6).

Ekstremalnej sile niszcz¹cej P P
E10

= / β towarzyszy ugiêcie f
10
= 0,0406 cm, przy

której bilans prac wg (2.6) jest równy maksymalnej energii sprê¿ystej uk³adu wg
(3.3) i (3.4), co zapisano w kolumnie 6 tablicy porównawczej 3.3.
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Rys.6.1. Wykres wyboczenia prêta

Fig.6.1 Load - deflection curve

Rys.6.2. Wykres skróceñ osi prêta

Fig.6.2. Load against shortening

of the beam column axis



Równoœæ modu³ów (6.1) i (6.2) wystêpuje tylko przy ∆ ∆ ∆l l l
c œc k
= = , przy sile

P P
E

= / 3. Przy tych wartoœciach z porównania obu wzorów otrzymujemy krytycz-

ne skrócenie∆l i
k
=π λ2 / , zgodnie z (1.2), wystêpuj¹ce w wybaczanym prêcie, a¿ do

chwili jego zniszczenia si³¹ ekstremaln¹ P
10

.

Na podstawie ugiêæ prêta wyznaczono z wzoru (2.12) narastaj¹ce wartoœci k¹tów ob-
rotu α •, podane w kolumnie 7 tablicy 6.1. Przypadkowo k¹ty α • = 60 f , a to ozna-
cza, ¿e wykresem k¹tów we wspó³rzêdnych ( f ,α •) bêdzie linia prosta.

W kolumnie 8 tablicy 6.1 podano wartoœci zbli¿eñ koñców od zginania prêta, a po
przemno¿eniu przez si³y P otrzymamy – zgodnie z (2.7) – prace zginania, których
wykresem we wspó³rzêdnych (∆l

zg
, l

zg
) jest pole trójk¹ta.

7. PRZYK£ADY OBLICZENIOWE

7.1. PRZYK£AD NA OKREŒLENIE RZECZYWISTEGO
WSPÓ£CZYNNIKA PEWNOŒCI DLA PRÊTA
O PE£NYM PRZEKROJU KWADRATOWYM

W celu wyznaczenia rzeczywistego wspó³czynnika pewnoœci przyjmujemy prêt o
przekroju kwadratowym pe³nym, wykonany ze stali 18G2A, wykazuj¹cej granicê
proporcjonalnoœci R

H
= 245 MPa przy module E = 210000 MPa, sk¹d λ

H
= 92.

Dla przekroju kwadratowego otrzymujemy W A i/ /=1 3 oraz z równoœci (2.10)

wartoœæ smuk³oœci rozdzielaj¹cej λ
r
= 320,16 = 3,48 λ

H
.

Wg PN-90/B-03200 dotycz¹cej obliczeñ statycznych i projektowania konstrukcji sta-
lowych, dla stali 18G2A przyjêto wytrzyma³oœæ obliczeniow¹ R =305 MPa, przy któ-
rej wystêpuje smuk³oœæ wzglêdna λ

p
= 95. Granica plastycznoœci R

emin
= 355 MPa.

Dla przekroju kwadratowego pe³nego wg wzoru (4.21) jest wyk³adnik potêgi ζ =
1/6,992, a wg (4.19) otrzymamy dla λ

p
= 95 wspó³czynnik

β
λ
λ

ζ

p

r

p

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⎛

⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ =32016

95
11898

1 6 992
,

, .

/ ,

Rzeczywiste naprê¿enie niszcz¹ce wg (4.22) wynosi zatem

σ π
λ βn

p p

= =
2

2
193 02

E
, .MPa
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W stosunku do granicy plastycznoœci wyst¹pi iloraz

n R
R e n

e

= = ≈
min

/ / , ,σ 355 193 184

a w odniesieniu do granicy proporcjonalnoœci

n R
H H n
= = ≈/ / , .σ 245 193 127

Przyjmuj¹c bok kwadratu H = 1 cm pole przekroju poprzecznego A = 1 cm2 oraz

i =1 12/ .

D³ugoœæ prêta (l prêta) l i
p p
= = =λ 95 12/ 27,4241 cm

Ugiêcie niszcz¹ce wg (4.11) f i
n p

p

H p

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − =β

λ
λ β

3

1
0,1810 cm

Wzglêdne ugiêcie a f l
n n p
= =/ 0,0066

K¹t obrotu koñców prêta wg (5.10) α π
n n

a= =2 2arcsin( / ) 1,1882�

Si³a niszcz¹ca P A
n n
= =σ 1930,2 daN

Energia zginania wg (5.7) U
P f

E Jzg

n n

n
n
= =

( )

cos( / )

2

4 4

l
p p

β
α 0,56893 J

Energia œciskania wg (5.8) U
P

œc

n

n
= =

2

2

l

E A

p
β

2,6536 J

Bilans energii wg (5.9)

2 U U
zg œcn n

+ = 1,1379 + 2,6536 = 3,7915 J .

Maksymalna energia sprê¿ysta wg (1.6) U
H
= 3,7940 J.

Z porównania wynika, ¿e w chwili niszczenia prêt osi¹gn¹³ energiêU L
H H
= .

Odkszta³cenie w osi prêta wg (5.5)

ε π
λ

σ
β

k

n

E
= = = ⋅ = ⋅ −

2

2

3193

210000
11898 10936 10

p
, , .

Odkszta³cenie trwa³e wg (5.4)

∆ε ε
βtrw k

p

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅ −1

1
1 7444 10 4, .
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7.2. PRZYK£AD NA OKREŒLENIE RZECZYWISTEGO
WSPÓ£CZYNNIKA PEWNOŒCI DLA RURY

KWADRATOWEJ O GRUBOŒCI ŒCIANKI g H= 0 05,

Dla H =1 cm i h =0,9 cm otrzymamyW A i/ =0,77778. Przyjmuj¹c, ¿e rurê wykona-
no ze stali 18G2A wykazuj¹cej R

H
= 245 MPa przy E = 210000 MPa otrzymujemy

λ
H
=92, gdy wg przyk³adu 7.1 smuk³oœæ wzglêdna λ

p
=95.

Z równoœci (2.10) otrzymujemy λ
r
=2 2 34/ , sk¹d χ λ λ

r r H
= =/ 2,309. Z zale¿no-

œci (4.12) otrzymamy wartoœæ β
H
= 1,2814, a wg (4.17) jest wyk³adnik ζ = 0,2965.

Przy smuk³oœci wzglêdnej λ
p
=95 otrzymamy wspó³czynnik

β λ λ ζ
p r p
= = =( / ) ( , / ) , ,,212 34 95 126930 2965

a osiowe naprê¿enie niszcz¹ce wg (4.22)

σ π
λ βn

p p

= =
2

2
180 926

E
, .MPa

Przy przekroju rury A = − =1 0 9 0192, , cm2 promieñ bezw³adnoœci przekroju jest rów-

ny i = 0,38937 cm.

D³ugoœæ prêta (rury) l i
p p
= =λ 36,8951 cm

Ugiêcie niszcz¹ce wg (4.11) f i
n

p

H p

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − =

p
β

λ
λ β

3

1
0,27734 cm

Wzglêdne ugiêcie a f l
n n p
= =/ 0,007517

K¹t obrotu koñców prêta (rury) wg (5.10) α π
n n

a= =2 2arcsin( / ) 1,3531�

Si³a niszcz¹ca P A
n n
= =σ 343,767 daN

Energia zginania wg (5.7) U
P f

E Jzg

n n

n
n
= =

( )

cos( / )

2

4 4

l
p p

β
α 0,176835 J

Praca zginania wg (2.8) L P
l

zg n

p

n
n
=

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ =

a

2

n
π

α

2

4cos( / )
0,176838 J

Energia œciskania wg (5.8) U
P

œc

n

n
= =

2

2

l

E A

p
β

0,61557 J

Praca œciskania wg (4.8) L P
œc n
= =

l

2 l

2 2

p p

π
β

0,61556 J
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Bilans energii wg (5.9)

2 U U
zg œcn n

+ = 0,35367 + 0,61557 = 0,96924 J ,

a maksymalna energia sprê¿ysta

U
R

E
H

H= =
2

2

π
A i 13,14496 ⋅0,19 ⋅0,38837 = 0,96997 J .

Z porównania wyników stwierdzamy, ¿e w ekstremalnym stanie œciskania rura
osi¹gnê³a energiê sprê¿yst¹ U L

H H
= .

Odkszta³cenie w osi rury

ε π
λ

σ
β

k

p

n

p
E

= = = ⋅ =
2

2

180 93

210000
12693

,
, 0,0010936 ,

a odkszta³cenie trwa³e

∆ε ε
βtrw k

p

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =1

1
2,302 ⋅10 4− .

Z porównania z przyk³adem 7.1 wynika, ¿e w prêtach cienkoœciennych (rurach) wy-
stêpuje zdecydowanie wiêksze wytê¿enie materia³u, czego dowodem jest wzrost od-
kszta³ceñ trwa³ych w osi rury a¿ o 32% w stosunku do przekroju pe³nego.

Jest to zapewne przyczyn¹ powstawania za³omów po stronie wklês³ej w po³owie
d³ugoœci rury.

8. WYZNACZENIE NAPRÊ¯EÑ W PRZEKROJU
WYBOCZONEGO PRÊTA

8.1. WYZNACZENIE NAPRÊ¯EÑ DLA PRÊTA O PRZEKROJU
KWADRATOWYM PE£NYM O BOKU h = 0,1 cm I SMUK£OŒCI
GRANICZNEJ λ

H
, WYKONANEGO ZE STALI D50

Na podstawie zamieszczonych poni¿ej obliczeñ wykonano na rysunku 8.1 dwa wy-
kresy; a) we wspó³rzêdnych (ε, σ) oraz b) we wspó³rzêdnych (Z, σ).
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Dla przekroju kwadratowego jest β H = 11952,

Modu³ wyboczeniowy E E
w H
= =/ β 175780 MPa

Ugiêcie niszcz¹ce f i
n H

H

= − = ⋅ −β
β
1

1 529 10 2, cm

Po³o¿enie osi obojêtnej Z i f
o nn
= = ⋅ −2 25 45 10/ , cm

Krytyczne odkszta³cenie w osi prêta ε π λ
k H
= = ⋅ −2 2 31 512 10/ ,

Odkszta³cenie po stronie wypuk³ej przy

x l= / 2
ε ε

l k
o

h

Z
n

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅ −1

2
1 248 10 4

/
,

Odkszta³cenie po stronie wklês³ej przy

x l= / 2
ε ε

m k
o

h

Z
n

= +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅ −1

2
2 899 10 3

/
,

Odkszta³cenie trwa³e po stronie wklês³ej ∆ε
σ

β
trw m

m

HE( )
( ) ,= − = ⋅ −1 4 734 10 4

Naprê¿enie po stronie wypuk³ej σ ε
l l w

E= = 21 937, MPa

Naprê¿enie po stronie wklês³ej σ ε
m m w

E= = 509 511, MPa

Naprê¿enie w osi prêta σ ε
n k w

E= = 265 728, MPa
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a) Wykres we wspó³rzêdnych (ε, σ) b) Wykres we wspó³rzêdnych (Z, σ)

Rys.8.1. Wykres naprê¿eñ i wzglêdnych odkszta³ceñ w po³owie d³ugoœci prêta o przekroju

kwadratowym pe³nym przy smuk³oœci λ
H
= 80,8 i h = 0,1 cm

Fig. 8.1. Stresses and relative strains in the middle of the beam column span,

rod of square and filled sections, slendernees of λ
H
= 80.8 i h = 0.1 cm

a) Graph in the coordinates (ε, σ), b) Graph in the coordinates (Z, σ)



Z wykresu a) wynika, ¿e przez trzy wyznaczone punkty (ε σ
l l
, ), (ε σ

k n
, ) i (ε σ

m m
, )

przechodzi linia prosta o równaniu σ ε= E
w

. Wykresem naprê¿eñ, gdy w przekroju
prêta wystêpuje modu³ sieczny E E

wσ = jest wiêc linia prosta tak jak w przypadku
ugiêæ nadkrytycznych przy smuk³oœci λ λ≥

r
.

Wykresem naprê¿eñ we wspó³rzêdnych (Z, σ) jest trapez i dla tej figury po³o¿enie
œrodka ciê¿koœci wyznaczamy ze wzoru

Z
h h m

m

œc
cm= −

+
+

= ⋅ −

2 3

2
1529 101

1

2
σ σ
σ σ

,

i tak¹ wartoœæ ma obliczone ugiêcie niszcz¹ce f
n
.

Nie ma wiêc ¿adnej w¹tpliwoœci, ¿e wykresem naprê¿eñ jest wyznaczona linia pro-
sta.

W œrodku ciê¿koœci wykresu wystêpuje si³a niszcz¹ca

P h h
n

m

n
=

+
= =

σ σ
σ1 2 2

2
26 573, daN .

Z zale¿noœci (5.4) mo¿emy zapisaæ wzór na wartoœæ wspó³czynnika

β ε
ε ε ε ε

=
−

=
−∆ ∆

trw trw

1

1 /
.

Z rysunku 8.1a mo¿emy okreœliæ∆ε
trw

w dowolnym miejscu przekroju zale¿noœci¹

∆ ∆ε ε σ σ
trw trw m m

=
( )

/ .

W osi prêta przyσ σ=
n

otrzymujemy wartoœæ ∆ε
trw n( )

,= ⋅ −2 469 10 4 , a po stronie wy-

puk³ej przyσ σ=
1

jest∆ε
trw l( )

,= ⋅ −2 038 10 5 . Wg przyk³adu (8.1) w osi prêta wystêpu-

je β
n
=11952, . Po stronie wypuk³ej β

1
11952= , . Przy ∆ε

trw m( )
,= ⋅ −4 734 10 4 wyst¹pi

równie¿ wartoœæ wspó³czynnikaβ
m
=11952, . Trzy jednakowe wartoœci s¹ równe wie-

lkoœci β
H
=11952, , a to oznacza, ¿e w ka¿dym punkcie przekroju wystêpuje modu³

sieczny E E E
wσ = < , przy którym w przekroju prêta wystêpuj¹ liniowo zmienne

wzglêdne odkszta³cenia trwa³e okreœlone zale¿noœci¹ (5.1). Ujawnienie tego zjawi-
ska jest uzasadnieniem wystêpowania p³askich przekrojów w zginanych prêtach,
przy ich wyboczeniu.
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8.2. OBLICZENIA DO WYKRESU NAPRÊ¯EÑ W PRÊCIE
O PRZEKROJU KO£OWYM PE£NYM I SMUK£OŒCI

GRANICZNEJ λ
H
= 80 8, , WYKONANYM Z MATERIA£U D50

Na podstawie zamieszczonych poni¿ej obliczeñ przedstawiono na rysunku 8.2 dwa
wykresy; a) we wspó³rzêdnych (ε σ, ) oraz b) we wspó³rzêdnych (Z, σ).

Przy przekroju ko³owym pe³nym jest β
H
= 11552,

Modu³ wyboczeniowy w przekroju ko³owym E E
w H
= =/ β 181870 MPa

Ugiêcie niszcz¹ce przy œrednicy prêta d = 0,1 cm f i
n H

H

= − = ⋅ −β
β
1

1185 10 2, cm

Po³o¿enie osi obojêtnej Z i f
o nn
= = ⋅ −2 25 273 10/ , cm

Krytyczne wzglêdne skrócenie ε π λ
k H
= = ⋅ −2 2 31 512 10/ ,

Wzglêdne odkszta³cenie po stronie wypuk³ej przy x l= / 2 ε ε
l k

o

d

Z
n

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅ −1

2
7 824 10 5

/
,

Wzglêdne odkszta³cenie po stronie wklês³ej przy x l= / 2 ε ε
m k

o

d

Z
n

= +
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ = ⋅ −1

2
2 946 10 3

/
,

Wzglêdne odkszta³cenie trwa³e po stronie wklês³ej ( )∆ε
σ

β
trw m

m

HE( )
,= − = ⋅ −1 3 957 10 4

Naprê¿enie po stronie wypuk³ej σ ε
1 1

14 227= =E
w

, MPa

Naprê¿enie po stronie wklês³ej σ ε
m m w

E= = 535 648, MPa

Naprê¿enie w osi prêta σ ε
n k w

E= = 274 937, MPa

Z przeprowadzonych obliczeñ wynika, ¿e w prêcie o przekroju ko³owym jest wy¿sze
naprê¿enie niszcz¹ce od naprê¿enia w prêcie o przekroju kwadratowym przy jedna-
kowych smuk³oœciachλ

H
=80 8, . Wy¿szemu naprê¿eniu towarzysz¹ mniejsze warto-

œci ∆ε
trw

o oko³o 20% w porównaniu z przekrojem kwadratowym. Dobór optymal-
nego przekroju na najbardziej odpowiedzialne konstrukcje noœne stanie siê zapewne
tematem wielu prac.

Jednoimienny rozk³ad naprê¿eñ œciskaj¹cych przedstawionych na rysunkach 8.1b i
8.2b œwiadczy o tym, ¿e niszczenie œciskanych prêtów, pierwotnie prostych, o
smuk³oœciλ

H
dokonuje siê w chwili, gdy oœ dzia³ania si³ wystêpuje w rdzeniu rozpa-

trywanego przekroju.
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9. PODSUMOWANIE

1. Przeprowadzone badania nad œciskaniem prostych prêtów pryzmatycznych – o
przekroju ko³owym pe³nym i smuk³oœciachλ λ λ

H r
≤ ≤ – wykaza³y, ¿e wyboczo-

ne prêty s¹ niszczone ekstremalnymi si³ami P P
n E
< .

2. W ka¿dym prêcie przy sile P P
E

= / 3 wystêpuje, w stanie prostym, krytyczne

skrócenie jego osi ∆l i l
k
=π 2 2 / , przy którym powstaje pierwsze mierzalne mi-

kro- ugiêcie prêta. Praktycznie, wyboczenie – ju¿ nieœciœliwego – prêta nastêpuje
w chwili wychodzenia osi dzia³ania si³ na zewn¹trz rdzenia przekroju r d= / 8.

3. Powodem wystêpowania ekstremalnych si³ niszcz¹cych P P
n E
< s¹ odkszta³cenia

trwa³e ∆ε
trw

>0, powstaj¹ce w materiale œciskanego prêta, bêd¹ce podstaw¹
wyst¹pienia modu³ów siecznych

E E E
trw kσ ε ε= − <( / )1 ∆ ,

które staj¹ siê adekwatnymi modu³ami wyboczeniowymi E E
w
= σ i dlatego osio-

we naprê¿enia wyra¿aj¹ siê wzorem
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a) Wykres we wspó³rzêdnych (ε, σ) b) Wykres we wspó³rzêdnych (Z, σ)

Rys.8.2. Wykres naprê¿eñ i odkszta³ceñ w po³owie d³ugoœci wyboczonego prêta

o pe³nym przekroju ko³owym i smuk³oœci λ
H
= 80,8 (l = 2,02 cm),

wykonanego z materia³u D50 wg tablicy 3.2

Fig.8.2. Stresses and strains in the middle of the buckled beam column span,

rod of circular and filled section and slendernees λ
H
= 80.8 (l = 2.02 cm), made of steel D50

from the Table 3.2



σ π λ σ
n w k

E= <2 2/ .

4. Najwiêksz¹ wra¿liwoœæ na wyst¹pienie odkszta³ceñ trwa³ych wykazuj¹ (teorety-
cznie) prêty cienkoœcienne.

5. W przekroju ka¿dego prêta wystêpuje prostoliniowy rozk³ad naprê¿eñ i od-
kszta³ceñ, co umo¿liwia stosowania zasady superpozycji.
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EXPERIMENTAL TESTS OF COMPRESSED PRISMATIC
BEAM COLUMNS IN THE RANGE

OF ELASTO-PLASTIC DEFORMATIONS

Abstract

The paper refers to stability of compressed prismatic beam columns of circular and filled

section, in the range of elasto-plastic deformation. The slendernesses ratio is taken from
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λ λ λ
H r
≤ ≤ , where λ π

H H
E R= / , E is Young modulus, R

H
is the proportional limit and

slenderness λ
r

divides elastic and elasto-plastic ranges of deformation. The original

experimental test is described and analysis of experimental results is carried out with respect

to the proposed by author formulas for determinig both the static and geometric parameters of

beam column as well as the energy and the work of external forces relating to critical and

supercritical states. The research is complemented by calculation of safety factor, which due to

proposed by author analysis is much lower than that proposed by Polish standard

PN-76/B-03200, on static analysis and design of steel structures.

The presented approach follows the experimental tests on column buckling, namely the

column preseved its straight shape only until the loading reach the value of P
E

/ 3, whereP
E

is

the Euler value of critical force. At this level of loading the critical compressing occurs and the

column axis becames uncompressible. For higher values of the loading the process goes on

with the stable bent shape and at the critical state, determined by the force P
E
, the stable bent

shape occurs concequently. The potential energy at critical state is equal to the maximum

value of the energy of elastic deformation. This value depends on the material mechanical

properties and the shape of cross-section. For the forces higher than P
E

the plastic strains and

the material strengthening occurs.
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