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JERZY ODOROWICZV

BADANIA DOSWIADCZALNE NAD
SCISKANIEM PRETOW PRYZMATYCZNYCH
W ZAKRESIE ODKSZTALCEN
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH?

STRESZCZENIE. Praca zawiera analize statecznosci sciskanych pretéw pryzmatycznych o
przekroju kotowym petnym, w zakresie odksztatcen sprezysto-plastycznych. Rozwazane sg
smuktosciA, <A <A, gdzie), =n \JE/R, ,R, jestgranica proporcjonalno$ci oraz smuktos¢
A, rozdziela zakres odksztatcehn sprezystych od zakresu sprezysto-plastycznego.
Przedstawiono opis badan eksperymentalnych oraz analize wynikéw tych badan na podstawie
zaproponowanych przez autora wzorow okreslajgcych parametry statyczne i geometryczne
preta materialnego oraz warto$¢ energii i pracy sit zewnetrznych stanu krytycznego i
nadkrytycznego. Badania uzupetniono obliczeniami wspotczynnika pewnosci konstrukciji,
ktory wg zaproponowanej w pracy teorii ma wartosci znacznie mniejsze niz te wynikajace z
normy PN-90/B-03200 dotyczacej obliczen statycznych i projektowania konstrukcji stalowych.

W analizie uwzgledniono, wynikajgcy z badan eksperymentalnych przebieg préby $ciskania, w
ktorej sciskany pret zachowuje postac prostoliniowa tylko w pierwszym etapie proby. Przy sile
P/ /3, gdzie P_ jest wyznaczong przez Eulera wartoscia sity krytycznej, wystepuje krytyczne
skrocenie jego osi a pret staje sie niescisliwy. Powyzej tej sity obserwuje sie ugietg stateczng
posta¢ preta. Pret osigga energie potencjalng rowng maksymalnej energii sprezystej
wynikajacej ze struktury materiatu i ksztattu przekroju poprzecznego preta. Odksztatcenia
trwate pojawiaja sie przy obcigzeniu sitg P > P_, przy ktérej materiat preta ulega wzmocnieniu.

1. WSTEP

Stalowe konstrukcje no$ne mostow drogowych, zwlaszcza kolejowych naleza do
najbardziej odpowiedzialnych konstrukcji w praktyce inzynierskiej. Wiele katastrof

Y mgr inz. — emerytowany projektant konstrukcji, Warszawa
) prace poswigcam moim cérkom Elzbiecie i Beacie
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mostow np. w Manchenstern w Szwajcarii w 1896 r., na rzece Kewdzie w Rosjiw 1892 r.
czy na rzece Quebec w Kanadzie byto spowodowanych niedoskonato$cia metod obli-
czeniowych stosowanych w projektowaniu konstrukcji [1] i przyczynito si¢ do rozwoju
badan podstawowych elementow konstrukcji mostowych, w tym badan nad stateczno-
$cig elementdw Sciskanych. Istotny jest zwlaszcza zakres sprezysto-plastyczny pracy
konstrukcji, gdy wystepujace w nich naprezenia $ciskajace sa wyzsze od granicy
proporcjonalnosci R, . Prace te zapoczatkowat polski uczony Feliks Jasinski [2], ktory
wprowadzit do rozwazan zmienny modut 7. Jego sugesti¢ rozwingli Engesser [3], Kar-
man [4] oraz Ylinen [5]. Aktualnie, teoretyczne i eksperymentalne badania statecznos$ci
elementow konstrukcyjnych w zakresie sprgzysto-plastycznym: pretow pryzmatycz-
nych, ksztattownikéw, plyt, elementéw cienkosciennych etc. sa prowadzone w wielu
osrodkach naukowych na §wiecie [6 - 7].

W niniejszej pracy opisano badania eksperymentalne oraz podano Scisle teoretyczne
wzory, ktére moga by¢ wykorzystane do obliczen konstrukcji zbudowanych z
uktadow pretowych np. mostow, suwnic, maszyn budowlanych itd.

Analiza dotyczy stateczno$ci pretoéw pryzmatycznych o przekroju kotowym pelnym,
osmuktosciachA, <A <A , gdzie smuklo§¢A rozdziela zakres odksztatcen sprezy-
stych od zakresu sprezysto-plastycznego. W precie o smuktosci A, obcigzonym eu-
lerowska sila krytyczna P,, catlkowite naprg¢zenie, od $ciskania i zginania,
wystepujace w skrajnych widknach - po jego wklgstej stronie - jest rowne granicy
proporcjonalno$ci materiatu R, . W odniesieniu do przekroju bedacego przedmio-
tem badan smuktos¢ A = 4,369A , , gdzie smuklos$¢ granicznaA, =7 JE/R, .

Autorowi nie sa znane przypadki, aby w $ciskanych pretach o smuklosciach
A< A, uwzgledniono wystepowanie modutow wyboczeniowych E " < E, istotnych

zwlaszcza w konstrukcjach cienko$ciennych opisanych przez Wiasowa [8].

W pracy [9] przedstawiono wyniki badan $ciskanych prostych pretéw o smuklosci
A = . Stwierdzono, ze przy sile Sciskajacej

P=P_ /3, (1.1)
wystepuje krytyczne skrocenie osi preta
Al =m’i? [l=n’i/h=le =IT* /N, (1.2)

gdzie / jest dlugoscia poczatkowa prostego preta, natomiast i jest promieniem
bezwladnosci rdzenia przekroju poprzecznego preta. Przy obciazeniu sita P< P, / 3

pret zachowuje posta¢ prostoliniowa, a przy sile P =P, / NG pojawiaja sig, pierwsze

mierzalne ugigcia wynoszace ~0,0002 cm = 2 um, wystgpujace niezaleznie od
smuklo$ci preta. Przy sitach P> P, / NG spelnione sa zaleznosci

e :£:4sin2(oc/2): P (1.3)

I? f’ E'J

w

DROGI i MOSTY 3/2004



BADANIA DOSWIADCZALNE NAD SCISKANIEM PRETOW PRYZMATYCZNYCH 55

Dokrytyczne sity Sciskajace P < P, sa natomiast okreSlone zaleznosciami

£ ’ in 1.4
Peg B A="Cu gopr T g A0 (14)
w )\‘2 w 12 w f2

gdzie E; < E jest modutem wyboczeniowym wystgpujacym w materiale $ciskanego
preta przy ugigeiu 0< f'< f, po pierwotnym wystapieniu jego niescisliwosci w sta-
nie prostym, zgodnie z (1.1) i (1.2).

Eulerowska, krytyczna sifa $ciskajaca P, jest ekstremalng sila stanow dokrytycz-
nych, wystgpujaca w niescisliwym precie o smuktosci A>A =~ w chwili, gdy modut
wyboczeniowy E osiaga warto$¢ modutu Younga E. Tak okreslony, sprezysty, sta-
teczny stan wyboczonego preta, wystepuje tylko przy smuktosciA > A, gdy strzatka

ugigcia
5 (1.5)
L BRI T
812 W

przy ktorej uktad materialny osiaga - niezalezna od smuktosci - maksymalng energig

sprezysta
U, =yR, /EnAil2 . (1.6)

Powyzsza energia wynika z badan [9] i [10], na podstawie ktorych przeprowadzono
analizg stanow krytycznych i nadkrytycznych w pracy [10], stanowiacej teoretyczne
interpretacje otrzymanych wynikow.

2. WZORY TEORETYCZNE WYPROWADZONE
W PRACACH [9], [10]

Krytyczne odksztatcenie wzdhuzne osi $ciskanego preta
2 2 .
e =n" /N =c/E=06,/E=(Z,/p),, , (2.1)

gdzie:
Z,, — wspolrzedna potozenia osi obojgtnej w potowie dhugosci preta,
p — promien krzywizny w polowie dlugosci preta.

Iloczyn przemieszczen poprzecznych

Z,f =i, (2.2)
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gdzie:
f - ugiecie (wyboczenie) w potowie dlugosci preta.
Krzywizna w potowie dtugosci wyboczonego preta

1 n’f__Pf _ P f, _ 4sin’(a/2) (2.3)

p I? E.J EJ f

Adekwatna smuktos¢ pret $cisliwego o pelnym przekroju kolowym

hy ma, Ny +yf(a, )N, (2.4)

gdzie nadkrytyczna strzatka ugigcia

;Q_W(k_l) 2.5)

2, A

a PR
L A4

Stan krytyczny preta obcigzonego Eulerowska sita P, = P, przy krytycznym wybo-
czeniu f , wystepuje przy niescisliwej osi preta i jest opisany bilansem prac sit zew-
n¢trznych

2L, +L, =L, , (2.6)

X sc, H

gdzie praca zginania

na, ow? a; (2.7)
L =P Al_ =P 1+ :
&k &k 2 32

praca $ciskania

2.2
L.«‘k =P, Al /2=P, T (28)
oraz maksymalna praca spr¢zysta
2.2
L, =R, A le =JR} /EmAil2=U, . 2-9)
H

Smukto$¢ rozdzielajaca A wyznaczamy z porownania wzordéw (1.5) i (2.5)

5 (2.10)
(e ) w1
a\| o 8\A, ) Ailn, A
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Krytyczny kat obrotu koncow wyboczonego preta okreslamy z wzoru

) (2.11)
cosa, =9—8\/1+n8(}?—}\12] .
H

Z wzoru (1.3), w odniesieniu do stanow dokrytycznych jest

sin(o/2)="L =" | (2.12)
21 2
a w stanie krytycznym
. nf, = (2.13)
sinfoe, /2)=—"+t="q .
(0, 12) 20 2 °F

Zblizenie koncoéOw preta od zginania w stanach dokrytycznych oraz krytycznych
okreslamy z wzoru ogdlnego

2 g g 2.14
AL =| 22 e Ly (219
<\ 2 32

albo
Al =12 [1—cos*(at/4)] . (2.15)
Przy mniejszych smuktosciach A <A ugigcia krytyczne okreslimy z wzoru

fo=iyAhy)’ -1, (2.16)

a strzatka ugigcia
a, =f, [1=\AIN, —=1/27 . 2.17)

3. OGOLNE OMOWIENIE BADAN

3.1. OPIS STANOWISKA DO BADAN

Badania przeprowadzono nad pretami prostymi podpartymi obustronnie przegubo-
wo, wg schematu na rysunku 3.1. Do badaf pretéw o smuktosciA, <A <A wyko-
rzystano stanowisko opisane w pracy [9].
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S 7 By T~ -« X

X ={(-alc ale=alzg +alsc

Rys.3.1. Schemat podparcia obcigzanych pretéw
Fig.3.1. Supporting scheme of the considered beam columns

Schemat stanowiska badawczego przedstawiono na rysunku 3.2.

Przyrzad sktada sig z ptyty podstawy 1, wykonanej z zeliwa, w ktorej osadzono sta-
lowa kolumng 2 z przymocowana do niej listwa uzebiona, stuzaca do pionowego
przesuwania wspornika 3. Na ptycie podstawy 1 ustawiono wagg 4, ktorej pozioma
dzwignia miata mozliwosc¢ kontroli potozenia za pomoca sygnalizacji $wietlnej. Po-
miaru ugi¢cia dokonywano za pomoca glgbokosciomierza.

Rmiar zblizenia korcow Al * 6002 mm

[+ 22+

EH‘J
=

e 1
| paenady 0
{ :‘; i Tl 1 era&orqsza

] I\ #4026=210""W

Rys.3.2. Schemat urzadzenia do badan pretow
Fig.3.2. Predesign of the experimental test stand
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Przyrzad zapewnia doktadnos¢ pomiarow:

« obciazen preta do0,02G=2-10*N,
« zblizen koncéw preta do 0,002 mm,
* ugi¢c preta do 0,0025 mm.

Do pomiardéw ugigcia zastosowano glebokosciomierz wyzszej klasy doktadnosci
wyposazony w koncowke talerzowa ¢ 15 mm utatwiajaca wykrycie najwigkszego
ugigcia preta. Glebokosciomierz wiaczony w obwod elektryczny o napigciu U=4,5 V
zapewnial pomiar ugigcia przy najmniejszej sile nacisku na pret poprzez zastosowa-
nie sygnalizacji §wietlne;.

Pomiar zblizen koncéw, ugigcia i obciazenia preta dokonywano przy poziomym (ze-
rowym) potozeniu dzwigni wagi, kontrolowanym sygnalizacja Swietlng poprzez re-
gulowane styki. Taki system umozliwit zarejestrowanie warto$ci ekstremalnej sity
niszczacej P, z duza doktadno$cia. Wykrycie ekstremalne;j sity P nastgpowato przez
samoistny zanik zdolnos$ci preta do przeniesienia ostatniego obciazenia, w wyniku
czego dzwignia wagi opierala si¢ o gorny styk, powodujac wtaczenie czerwonego sy-
gnatu $wietlnego.

3.2. PRZYGOTOWANIE PROBEK

Przy smuklosciach A<A wystepuja sily $ciskajace o duzych wartosciach,
wplywajace ujemnie na doktadno$¢ pomiarow. Wg wzoru (2.4) adekwatna smuktosc¢
preta jest zalezna od smuklosci A, okreslonej wzorem A, =n* E /R, , z ktérego

wynika, iz dla materialow o niskiej granicy R, otrzymamy wigksze smuklo$ci bada-
nych pretow.

Znaczne obnizenie granicy R, otrzymujemy w wyniku rekrystalizacji materiatu (w
temperaturze ~650°C), ktora wptywa dodatnio na jednolito$¢ struktury, usuwajac
trwale zgnioty powstate w wyniku przeciagania drutu. Do badan uzyto dwa gatunki
drutéw o $rednicy d = 1,005 mm, wykonanych przez Mikrohut¢ Baildon ze stali od-
siarczonych 1 odgazowanych, poddanych nastepnie rekrystalizacji. Uzyte do badan
odcinki drutoéw, pierwotnie proste, nie ulegly zadnej deformacji.

Prety wykonane ze stali D45 o zawartos$ci wegla 0,45% wykazaty:

— wytrzymato$¢ na rozciaganie R, =560,50 MPa,

— granicg plastycznosci R,=371,10 MPa, materiat A
— granicg proporcjonalnosci R, =269,90 MPa,

— modut sprezystosci E=210250 MPa,

— kwadrat smuktosci XZH = 6998,93.

Prety wykonane ze stali D50 o zawarto$ci wegla 0,50% wykazaty:
— wytrzymato$¢ na rozciaganie R =627,20 MPa,
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— granicg plastycznosci R,=402,00 MPa, materiat B
— graniceg proporcjonalnos$ci R, =317,62 MPa,

— modut sprezystosci E=210100 MPa,

— kwadrat smuklosci A, = 6528,60.

Probki przygotowane do badan (o dtugosciach podanych w tablicach 3.1 1 3.2), wy-
konane przez wzorcarzy w F.W.P. ,VIS”, spelnialy wymagania tolerancji wg
PN-80/M-02138, w ktorej przy szeregu T4 — stosowanym w wykonawstwie narzg-
dzi pomiarowych i wzorcow — obowiazuje:

- tolerancja $rednicy (d = 1 mm) - 0,2 um,
« tolerancja bicia promieniowego 1,2 um,
« tolerancja dlugos$ci pretow -8 um,
« tolerancja rownoleglosci tworzacej 1,2 um,
« tolerancja okragtosci zarysu kotowego 0,08 pm,
« chropowatos¢ docieranych i polerowanych powierzchni 0,16 pm.

Wysoka doktadnos¢ wymiarowa i geometryczna pretdéw umozliwia wysnucie z badan
racjonalnych wnioskow, odnoszacych si¢ do modelu preta idealnego. Kuliste konce
pretow wg rysunku 3.3 zahartowano powierzchniowo na glebokosé¢ okoto 0,5 mm,
otrzymujac twardo$¢ warstwy okoto 750 HV.

j\/

M,&,dg

Chrom techn. ‘ A ’220{"‘"1
g= 5(‘”77 . 015 q

g 2

Rys.3.3. Schemat utozyskowania pretéw
Fig.3.3. Predesign of the rods bearing
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Po spolerowaniu zahartowanych czo6t pokryto je warstwa chromu technicznego o
grubosci ¢ = 5 um w celu zmniejszenia tarcia w tozyskach. Hartowane tozyska o
twardo$ci wynoszacej okoto 900 HV po spolerowaniu pokryto réwniez warstwa
chromu technicznego i nastgpnie spolerowano.

Dzigki kontaktowi utwardzonych koncéw preta z twardymi tozyskami uniknigto zja-
wiska utwierdzania si¢ $ciskanego pregta w migkkich tozyskach, powodujacego
wzrost sity $ciskajacej przy zmniejszonym ugigciu, co w efekcie powoduje btedne
wyniki badan.

Bardzo waznym testem $wiadczacym o nalezytym przygotowaniu probek do badan
oraz o poprawnym wyznaczeniu modutéw Younga E — bylo sprawdzenie zachowa-
nia sig pretow przy obcigzeniu sitami P =P, / ﬁ, przy ktorych pret osiaga krytyczne
skrocenie osi A, =n’ i> /11 jednocze$nie w pierwotnie prostym precie pojawiaja
sig pierwsze mierzalne mikro-ugigcia o warto$ci ~2 um.

Wszystkie probki spetnity ten test pozytywnie, co uwiarygodnia pozniejsze wyniki
wlasciwych badan zestawionych w tablicach 3.1 1 3.2.

Przeprowadzony test wykazat, ze pierwotnie proste prety pryzmatyczne obcigzane
osiowymi sitami $ciskajacymi pozostaja w stanie prostym tylko do chwili wystapie-
nia niescisliwos$ci osi, zgodnie z (1.1) 1 (1.2).

W rozdziale 6 podano pelne wyniki badan nad obciazaniem preta nr 59, ktore po-
twierdzaja powyzszy wniosek.

3.3. CEL BADAN

Celem badan byto okreslenie podstawowych parametrow geometrycznych i statycz-
nych preta w ekstremalnym stanie obciazenia, a wigc:

— wyznaczenie ekstremalnej wyboczeniowej sity niszczacej P,
— ekstremalnego ugigcia niszczacego f,
— zblizenia catkowitego koficow preta Al =Al_, +Al .

3.4. OPIS PRZEPROWADZONYCH BADAN

Badania przeprowadzono w pomieszczeniu pozbawionym drgan w temperaturze oto-
czenia 18°C. W celu zminimalizowania tarcia w przegubach, kuliste konce pr¢tow po-
krywano warstwa smaru z dodatkiem M S, . Wszystkie pomiary przeprowadzano przy
poziomym (zerowym) potozeniu dzwigni wagi, a zapisy dokonywano na oddzielnych
kartach z numerem preta.

Dhugosci pretow wykonanych z materialu D45 zestawiono w tablicy 3.1, nadano im

numery 45 = 52. Prety wykonane z materiatu D50 zestawiono w tablicy 3.2, nadajac
im numery 53 + 60.
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Wyniki badan pr¢tow wykonanych z materiatu D45 podano w tablicy 3.1 w kolumnach
5 +7, natomiast wyniki badan pretow z materiatu D50 podano w kolumnach 5 +7 tabli-
cy 3.2.

W kolumnie 10 obu tablic wyznaczono obliczeniowa warto$¢ zblizenia koncow preta
od zginania, a w kolumnie 11 podano wartos$ci skrocen od $ciskania.

W kolumnie 12 obu tablic podano wartosci prac zginania L_, od zewngtrznych sit
niszczacych P , natomiast w kolumnie 13 zestawiono obliczeniowe warto$ci prac
Sciskania L, od tych samych sit zewnetrznych.

obu tablic wynika, ze w miar¢ zmniejszania si¢ smuktosci pretéw maleje praca zgina-
nia L_, ijednoczesnie wzrastaja prace sciskania L, .

W tablicy porownawczej 3.3, kolumny 1 +4 dotycza wynikow z tablicy 3.1 dla pre-
tow wykonanych ze stali D45, a kolumny 5 + 8 dotycza wynikéw z tablicy 3.2 dla pre-
tow wykonanych ze stali D50.

W kolumnie 3 podano warto$¢ maksymalnej pracy sprezystej dla pretow wykona-
nych ze stali D45 wg wzoru (2.9)

2 .
L —p 4 T 3.1)
2 A

H H

=34413-10° T ,

H

ktora jest rowna maksymalnej energii sprezystej wg (1.6)

R} 3.2
U, :\F T 4i=34413-107 T . G2
E 2

W kolumnie 7 podano warto$¢ maksymalnej pracy sprezystej dla stali D50

2 .
L, =R, 4 X 1=38089-107J , (3-3)
2 A,
ktora jest rowna maksymalnej energii sprezystej
(3.4)

R3
I
" E

Ai=38089-107 J .

o a
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Tablica 3.3 Poréwnanie prac sit zewnetrznych wg (2.6)

z maksymalng energiq sprezysta U, =L, =R, An?i/2x,,

Table 3.3 Comaprision of the work of external forces, according to (2.6)
with the maximum elastic energy U,, =L, =R, An’ i/ 24,

Prety z tablicy 3.1 Prety z tablicy 3.2
2L +L 2L +L.
Lg” SC” L Ag” sc” L
(2 6) " kolumna 3 wg (2 6) " kolumna 7
wg (2. .
Nr preta kolumna 2 Nr preta kolumna 6
[J] J] J] J]
1 2 3 4 5 6 7 8
45 13422-10° | -~ 1,0056 53 3807 107 | ~ 1,0004
46 [3433. 10° = 1,0019 54 3,813- 107 = 0,9990
— N
47 13453- 10°] F 0,9965 55 3,823- 107 2 0,9953
on N
48 |3.423- 107 I . 1,0052 56 3.812- 10° | ' | 10,9992
49 [3443. 10° &S 0,9994 57 3,796- 10° | e |S 1,0035
50 |3,466- 107 % 0,9929 58 3.801- 107 | % 1,0019
54 54
51 |3,430- 107 I 1,0034 59 3,805 107 I 1,0011
5 5
52 13427 107 1,0042 60 3,789 107 1,0053

3.5. ANALIZA WYNIKOW BADAN

W kolumnie 2 tablicy 3.3 podano bilanse prac od sit zewngtrznych obliczone na pod-
stawie wzorow (2.7) +(2.9) dla przebadanych pretow wykonanych ze stali D45. Ma-
ksymalna niezgodno$¢ migdzy kolumnami 3 i 2 wynosi 7%o dla preta nr 50.

W kolumnie 6 podano bilanse prac od sit zewngtrznych dla przebadanych pretow wy-
konanych ze stali D50, a z kolumny poréwnawczej 8 maksymalna niezgodnos¢ wy-
nosi 4,7%o dla preta nr 55.

Na ogo6lna niezgodnos$¢ wynikdéw bilansow prac podanych w kolumnach 2 i 6 maja
wplyw niedoskonatosci pomiarow: ugigcia f , zblizenia koncow Al oraz obciaze-
nia P .

Z analizy statystycznej wynika, ze taczny maksymalny btad pomiarow moze
wywota¢ maksymalna odchyltke bilansu prac wynoszaca +9,2%o, a najbardziej pra-
wdopodobna wynoszaca £3%o. Otrzymane wyniki z badan mieszcza si¢ w tych prze-
dziatach i dlatego nalezy uzna¢, ze wyniki z badan calkowicie potwierdzaja, iz w
zakresie odksztalcen sprgzysto-plastycznych wielko$ci ekstremalnych sit
niszczacych P , ugiec niszczacych f i zblizen koncow preta A/, wynikaja z prawa
zachowania maksymalnej energii sprezystej wg (2.6) 1 (2.9).
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Z kolumn 9 tablic 3.1 i 3.2 wynika, ze ilorazy sit P, / P_ maleja regularnie w miarg
zmniejszania si¢ smuklosci pretow.

W nastepnej czesci analizy dokonujemy obliczen wielko$ci promieni krzywizn preta
w polowie jego dtugosci wg zaleznosci (2.3) zapisujac wzor w postaci

P =/ f, =l/n"a, (a)

Wyniki obliczen zestawiamy w tablicy 3.4.

Tablica 3.4 Wartosci promieni krzywizn p, w potowie dtugosci badanych pretow
Table 3.4 Values of radii of curvatures p in the middle of the tested rods span

Prety z tablicy 3.1 Prety z tablicy 3.2
/ f p,=r/n’f, [ f p,=r/n’f
Poz. | Nr preta Poz. | Nr preta
[em]| [cm] [cm] [em] | [cm] [cm]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 45 9 10,2220 36,9685 1 53 8,75 | 0,2240 34,6313
2 46 8 10,1865 34,7697 2 54 8 0,1965 33,0000
3 47 7 10,1535 32,3436 3 55 7 0,1625 30,5522
4 48 6 |0,1215 30,0211 4 56 6 0,1280 28,4966
5 49 5 10,0920 27,5330 5 57 5 0,0970 26,1137
6 50 4 10,0645 25,1340 6 58 4 0,0682 23,7700
7 51 3 10,0385 23,6855 7 59 3 0,0406 22,4604
8 52 2,0910,0117 37,8274 8 60 2,02 | 0,0118 35,0365

4. BILANS PRAC OD SIt. ZEWNETRZNYCH DLA ZAKRESU
ODKSZTALCEN SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH

Z analizy danych zawartych w kolumnach 5 i 10 tablicy 3.4 wynika, ze promienie
krzywizn p A maleja wraz z dlugoscia pretow, jednakze w pretach nr 521 60 wystepu-
je ich raptowny wzrost.

Dla pretow wykonanych ze stali D45 wg tablicy 3.1 okreslono smuklos¢ rozdzie-
lajaca A, =4,3961, A, =367,513 oraz dtugos¢ /. =A i=9,1888 cm. Wg wzoru
(2.16) ugigcie preta wynosi
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’ (b)
S, =i i‘ ] ~1=i+43961° -1=0229 cm ,
H
oraz promien krzywizny
p,=0’/n*f =37338cm . (c)

Jest on zblizony do promienia krzywizny preta nr 52.

Dla stali D50 okre$lono smukto$¢ rozdzielajacai, =4,3961 oraz A, =355,2 (wg ta-
blicy 3.2), skad dtugos¢ /., =A, i=8,880 cm.

Ugigcie preta wynosi

f,=i+4,3961° -1=0229 cm , (d)

a promien krzywizny
p,=01*/n*f =34879 cm . (e)

Jest on zblizony do promienia krzywizny preta nr 60.

W tej sytuacji mozemy postawi¢ hipotezg, ze promien krzywizny preta o smuktosci
A, jest rowny promieniowi krzywizny preta o smuktosci A , czyli

pn(H) =pr > (41)
a po podstawieniu stosownych wartosci jest
I _ I’ _ 43961° I, ‘ 4.2)
7t2fn(H) nf, nf,

Przyjmujac zapis, A /A, =Y ,otrzymamy z wzoréw (4.2) oraz (b) wzor na ugigcie
niszczace preta o smuktosci A, w postaci

1o (4.3)
S

i jednoczes$nie jest z wzoru (4.3) oraz (b)

foo_Jo-nae s (4.4)
fn(H) Xf =X, '
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Z wzoru (4.3) otrzymujemy ugigcie

S oy =001185¢cm ()
ktore jest wigksze o 1,28% od ugigcia preta nr 52 i zaledwie o 0,42% wigksze od ugie-
cia preta nr 60.
Przyjmujac, ze w precie nr 60 jest ugigcie wg (f) 1 promien krzywizny wg (e) otrzy-

mamy site

p=—FEJ 540457 daN | (2

pﬂ(H) fn(H)

a taka warto$¢ ma teoretyczna sita P, preta nr 60 zapisana w kolumnie 4 tablicy 3.2.
Rzeczywista sila niszczaca jest mniejsza o wartos¢ 1,1555 co $wiadezy o tym, ze w
materiale preta wystepuje modut wyboczeniowy

E ., =08654E=EP, /P, =E/LI555 , (h)

przy obecnosci odksztalcen trwatych Ae  >0. Taki stan potwierdza rzeczywiste
trwate ugigcie kazdego badanego preta po jego odciazeniu.

Mozemy wigc zapisac, ze

P
, n’E " J (4.5)
p T E,J _ P, _ n*EJ
n 2 2
l l (1P, /P)
gdzie
1JP, /P =1, (4.6)

jest dlugoscia zastepcza, przy pomocy ktorej mozemy obliczy¢ warto$¢ sity
niszczacej P, wg hiperboli Eulera, co pokazano na rysunku 4.1.

Przyjecie dlugosci zastgpczej umozliwia obliczenie wartosci skrocenia preta od Sci-
skania sita P, poprzez zapis:

] = n’ ZW_ n? i _ n’ i’ 4.7)
SN0 S WY AV I N

Zapiszmy bilans prac od sit zewngtrznych wg zaleznosci (2.7)

Al =¢
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Yy P @ P, omlf 48
2Pnln a, P n'i By m i (4.8)
4 2 1fpP 2 1,

, P, 7 ; i P 2 i’ (4.9)
0 1 T 5 h s

P, rJp /P, P I I[P /P,
pA

Hiperbola Eulera dla modulu E

Hiperbola dla modulu Fw

Rys.4.1. Interpretacja potozenia dtugosci zastepczej/,
Fig.4.1. Explanation of the location of replacing length/,

Przyjmujac P, / P, = otrzymujemy

P AV (4.10)
R

skad po przemnozeniu stronami przez / otrzymujemy wzdr na ugigcie niszczace preta

1 4.11)
VB
Przy B =1 wzor (4.11) przeksztatca si¢ we wzor (2.16), a wzor (4.10) staje si¢ wzorem
(2.17). Zapis zaleznosci (4.10) wynika z lewej strony zapisu (2.10) jednakze przy

smukto$ciach A< A réznice otrzymywanych wynikow sa mniejsze o okoto 0,02% i
nie maja zadnego znaczenia w obliczeniach inzynierskich.

}\’3
fo=i [BL—-
A,
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Z zaleznosci (4.3) przy wykorzystaniu wzoru (4.11) mozemy dla pretow o smuktosci
A =M, zapisa¢ rowno$¢

1 (4.12)

L1
By o oxt

z ktorej przy ¥, = 43961 otrzymujemy dla przekroju kotowego petnego

B, -

B, ———— =02248 . (4.13)

B

Réwnose te spetnia wartosé
BH(D =11552 . (4.14)

Mozemy zatem zapisac, ze wartosc¢ sity niszczacej dla pretow o przekroju kotowym
petnym, o smuklo$ci A =A  wynosi

P

n(H) =

P, /B, =P, /11552 . (4.15)

Obliczenie wspotczynnika 3, dla dowolnego przekroju mozemy dokona¢ z zapisu

(% T e (4.16)

)

B, =

skad wyktadnik
1, B, (4.17)

Przy x . =439611i B " =11552 otrzymujemy dla pretéw o pelnym przekroju
kotowym wyktadnik potegi

¢, =1/10263 . (4.18)

Z dyskusji mozna przedstawi¢ wzor ogdlny na warto$¢ wspotczynnika 8 dla dowol-
nej smuktosci preta

p

P E (A ¢ (4.19)
PVZ EW }\’ .

Dla preta nr 50 o smuktosci A =160 przy A =367,513 , otrzymamy z powyzszego
wzoru, przy C¢ wg (4.18), warto$¢ wspotczynnika B¢ =10844, a iloraz sit
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P /P =1/8 » = 09222 Warto$¢ z badan zapisana w kolumnie 9 tablicy 3.1 wynosi
P /P = 092281 jest wigksza 0 0,68%o, co potwierdza stusznos¢ wzoru (4.19).

Dla pretow o pelnym przekroju kwadratowym otrzymujemy z rownosci (2.10) war-
tos¢y, =A, /A, = 3,4798i w zwiazku z tym na podstawie (4.12) zapisujemy
1 1 1

B, — = - _=0,2806 . (4.20)
B, 34798 34798

=1,1952,a wg (4.17) otrzymamy wykladnik potggi

111952
I 34798

Rownos¢ tg spetnia 3,

¢, =1/69919 . 4.20)

Chcac obliczy¢ wartos¢ ilorazu £ / E =1/ dla dowolnego przekroju preta (o zary-
sie zamknigtym) wykonanego z dowolnego materialu wykazujacego granicg propo-
rcjonalnosci R, , nalezy najpierw okresli¢ smuktos¢ A=z réwnoscei (2.10) i nastgpnie
wyznaczy¢ wspdtczynnik 8, z wzoru (4.12), a po wyznaczeniu wyktadnika { wg
(4.17) mozna obliczy¢ dowolna warto$¢ 3 zwzoru (4.19) dla smuktoscid,, <A <A .

Powracajac do pretéw o przekroju kotowym pelnym wykonujemy (dla pretow zesta-

wionych w tablicy 3.2 wykonanych ze stali D50) obliczenia ilorazow 1/B=P /P,

wg (4.19), ugieé niszczacych f, wg(4.11) oraz promieni krzywizn p  wg (a) —zesta-
wiajac je w tablicy 4.1.

Tablica 4.1 llorazy 1/ =P, / P, , ugigcia niszczace f, oraz promienie

krzywizn p dla pretow zestawionych w tablicy 3.2

Table 4.1 Quotients 1/ =P, / P, , failure displacements f_and radii
of curvature p, for rods put together in Table 3.2

1_5 a, i) -
Nrpreta | SMUOSC : WZ (4_?'9) wg (4.10) | weg (4.11) wgn(a‘f
[cm] [cm] [cm]
1 2 3 4 5 6 7
53 350 8,75 0,9986 | 2,562-107 | 2,242-10" | 34,607
54 320 8 0,9899 | 2,456-107 | 1,965-10" | 33,006
55 280 0,9971 | 2,304-102 | 1,613-10" | 30,789

;
56 240 6 0,9625 | 2,135-107 | 1,281-10" | 28,480
57 200 5 0,9456 | 1,941-107 | 9,704-107 | 26,103
4
3

58 160 0,9252 1,704-107 | 6,815-102 | 23,789
59 120 0,8997 1,367-1072 | 4,102-107% | 22,229
60 80,8 2,02 0,8656 | 5,868-107 | 1,185-107 | 34,879
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Warto poréwnac wartosci ugig¢ pretow podanych w kolumnie 9 1 promieni krzywizn
z kolumny 10 tablicy 3.4, aby doj$¢ do wniosku, ze warto$ci te r6znia si¢ niewiele od
wartosci teoretycznych dla tych samych pretow zestawionych w tablicy 4.1. Swiad-
czy to o poprawnie ustawionych wzorach (4.10), (4.11) oraz (4.19).

Na podstawie obliczen zestawionych w tablicy 4.1 wykonamy odpowiednie wykre-
sy. Pierwszy, wykonany na rysunku 4.2 dotyczy ekstremalnych naprg¢zen niszcza-
cych

TE n'E (4.22)

Gn =
AN ONB

na tle hiperboli Eulera dla naprezefi krytycznych o, .

6 | :
MPy rZathk. plast. | Zakres odksztalcen sprezyslo-plastycznych Zakr odkszl sprezyst.
300, 34 T E
\ - i
27
200,

00| Hiperbola bela

Bjﬁ =8ﬁ3 T T e r—r——

[ -
0 50 100 150 200 750 30 350 Nr-3552 A

Rys.4.2. Wykres ekstremalnych naprgzen niszczacych o, sporzagdzony na podstawie
wynikow zestawionych w tablicy 4.1 dla pretow wykonanych ze stali D50,
wykazujacej R, =31762 MPa przy E =210100 MPa

Fig.4.2. Extremal failure stresses o, plotted from results put together

in the Table 4.1 for rods made of the steel D50, for which R,, =31762 MPa

occurs with E =210100 MPa

Na rysunku 4.3 przedstawiono wykres promieni p  krzywizn wystepujacych w
potowie dlugosci ugietych, w wyniku wyboczenia pretow. Po prawej stronie przy
A >\ wystepuja promienie p, (stanu krytycznego) i p , (stanu nadkrytycznego), po

lewej stronie za$ przy A<A, wystepuja promienie p (plast) dla zakresu odksztatcen
plastycznych. Prety o $rednicy d =0,1 cm wykonano ze stali D50.
EJ _E d

Dla stali D50 warto$¢ promienia p, = ———= 33,074 cm, a przy

R, W R, 2
smuktosci A =355,2 jestp, =34,879cm>p, .
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¢ 4 Z.0.plast, Zakres odkszlatcen sprezysto-plastycznych Z.odk sprezyst
(cml J’A’
7 A N Y-
[ I \ N SR fﬂsi I i e
!
$h(plast) )/ ’ g’:k
270 )\/ | Sn(sprez-plast)
10 !
/3},2'33,8 Il
0 50 "100 150 200 250 300 Ar 400 A

Rys.4.3. Wykres promieni p,, krzywizn pretow wykonany na podstawie tablicy 4.1
dla pretéw o petnym przekroju kotowym

Fig.4.3. Radii of curvatures p,, against slederness for rods of circular

and filled section, from the Table 4.1

Z zalezno$ci ponizszej otrzymujemy

p7r=4’39612 :Xf . )

P, =Py

Przy $rednicy preta d =0,1 cm jest rdzen przekrojur =d / 8=0,0125 cm, a dla preta

nr 60 o smuklo$ci A, jest teoretyczne ugigcie niszczace f = 0,0118532 cm.
Z ponizszej zaleznosci otrzymujemy
439617 =y ()
- n(H)
Z poroéwnania (i) z (j) wynika, ze
Fuory _Pu (4.23)
r P, ’
skad wyznaczamy promien krzywizny
P, EJ d N, 4> _ I, (4.24)
P, = = =Py >

fn(H) RHngn(H) n’ 16fn(H) nzfn(H)

a to jest dowodem na to, ze przyjeta hipoteza (4.1) jest stuszna.
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Najbardziej charakterystycznym wykresem, wskazujacym na zdolnos$¢ pregtow do
przenoszenia sit $ciskajacych w zakresie odksztalcen sprezysto-plastycznych jest
wykres iloczynow

Pp =Z AE, (k)
wynikajacych z wzoru ponizszego, przy uwzglednieniu (2.2)

1 _Pf,_ P _ P ()

0

pn _EWJ EW ZOJ_ZUAEW'

b

ktore przedstawiono na rysunku 4.4, dla pretéw o $rednicy d =0,1 cm wykonanych ze
stali D50.

27 2

4 B$= 4502 Nm
Nm | v 14 id

g's:".' (plﬂsf') "f f'} 5’2 = 7669 0 ~—
6404 ;, B-5,= 68818 -
% / _V7-Sn(sprez - plast) Fr$7=41430 =
440- 74
o Z.odk plastyczn. Zakr, odkszl. sprez.~plast Zodk.sprezystych
200/
100

M4=808
0 "so 100 "150 200 750 300 Ar 400 A

Rys.4.4. Wykres iloczynéw p, -p, dla pretow o srednicy d =0,1 cm
Fig.4.4. Products p, -p, plotted for rods of diameterd =0.1 cm

Na rysunku 4.3 naniesiono linig przerywana wykres promieni krzywizn w zakresie
odksztatcen sprezystych (przy A > A ) wg przygotowanej przez autora pracy pt. “Ba-
dania nad stateczno$cia pretow pryzmatycznych o bardzo duzych smuktosciach przy
obciazeniach pokrytycznych P, >P..

W zakresie odksztatcen plastycznych (przy A< A ) naniesiono linia przerywana wy-
kres promieni krzywizn wg przygotowanej przez autora pracy pt. “Stateczno$¢ pre-
tow pryzmatycznych w zakresie odksztatcen plastycznych”. Z tych samych prac
pochodza przebiegi wykresow naniesione linia przerywang na rysunku 4.4 oraz 4.5.

W zakresie odksztalcen sprezysto-plastycznych wykresem iloczynow P -p, = jest
hiperbola osiagajaca warto$¢ maksymalna w p. 2 przy smuktosci A =A, .Dla A<A
wystegpuje raptowny spadek wartosci funkcji, ktora w p. 4 dotyczy granicy sprezysto-
Sci materiatu R, wystepujacej przy wyboczeniu. Zjawisku temu towarzyszy napreze-
nie normalne 6 =R =R, . W p. 7 wystepuje granica plastycznosci R, przy
wyboczeniu.
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Nastgpnym wykresem wyjasniajacym shusznos$¢ podziatu zjawisk wyboczenia na
trzy zakresy odksztatcen jest wykresilorazow E, / E,E /E 1 E /| Eprzedstawio-
ny na rysunku 4.5.
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Rys.4.5. Wykres ilorazow E,, / E dla pretow o Srednicy d = 0,1 cm wykonanych ze stali D50
Fig.4.5. Quotients E,, / E plotted for rods of diameter d = 0.1 cm made of the steel D50

Sciskany pret o smuktosci A > A , przenosi silg krytyczna P_przy statecznym ugigciu
krytycznym f , a po odciazeniu pret powraca do pierwotnej prostoliniowosci, ponie-
waz nie ma odksztatcen trwatych, Ae  =0.

trw

W stanie nadkrytycznym wystepuje nadkrytyczna warto$¢ modutu Younga £, > E
przy ugigciu f > f, wywolanym sitg nadkrytyczna P, > P, . Po odciazeniu preta
stwierdza si¢ jego trwale ugigcie poniewaz w materiale preta wystepuja trwale od-
ksztalcenia Ae > 0, w catej objetosci preta.

W zakresie odksztalcen sprezysto plastycznych przy smuktosci A, <A <A ,Sciska-
ny pret przenosi ekstremalng sitg niszczaca P, < P przy Ae,  >0i dlatego modut
wyboczeniowy E < E. Po odciazeniu preta wykazuje on trwala ugieta posta¢ w
ksztalcie sinusoidy.

Na rysunku 4.6 przedstawiono wykresy naprezen, wystepujacych w potowie dtugo-
Sci pretow o smuktosciachA i A, .

64 e
e, oo
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Lo ﬁ' £ b6m>Raz2 LE
1A e Cor ) .
%1301 Tz l/ v z
~Zow a2 ~Zow) a2
a) Wykres naprezen dlai =2, b) Wykres naprezen dlai = A = 4,39611,,

Rys.4.6. Wykres naprezen w potowie dtugos$ci preta
Fig.4.6. Normal stresses in the middle of the beam column span
a) Graph for A = A,, b) Graph for A = A, =43961A4,,
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W tablicy 4.2 zestawiono obliczenia charakterystycznych warto$ci fizycznych dla
preta o srednicy d =0,1 cm i dhugo$ci 7, =202 ¢cm, wykonanego ze stali D50.

Tablica 4.2 Poréwnanie wynikow obliczen dotyczacych pretéw o smukioscia i A,

wykonanych ze stali D50

Table 4.2 Comparision of results obtained for rods of slenderness A, and A ,

made of steel D50

1 A, =80,8,7,=2,02 cm A, =3552,1 =8,88 cm
2 a,;, =0,005868 wg (4.10) a,=0,02580 wg (4.10)dlap=1
3 Foasy =Gy Ly =0,01185 cm f=a 1 =02290 cm
4| Z, =1/ f,4,=0,05273 cm = % +Z,,, Z,,,=0,00273 cm
5 P =Ly /T @,y =34,8794 cm p =1/n’a =34,879% cm
6 E =E/B,=181873 MPa E_ =E=210100MPa
7 O, =T E, T} =274,946 MPa o,=n’E /) =16,435 MPa
Z Z
8 O, = (p:]ﬁ E_ =274,946 MPa o, = (F;j, E = 16,435 MPa
o a, =2arcsin(ma,/ 2)=1,0563" a’ = 2arcsin(m a_/ 2)=4,6442"
0 VBi=7 Z:(Z)Z - 422(,)++d;/22
o(H) o) o(r)

Z pozycji 1 jest
Z pozycji 2 jest
Z pozycji 3 jest
Z pozycji 4 jest
Z pozycji 9 jest

~ A, /A, =43961=7.
gy =43961 =y .
— S Sy = 439617 =y 2.
— 2 _
~Z, 1 Z,,, =43961° =y
—o, /o, =4,3961 =y

—a. la
r n(

,e

2

e

Z pozycji 10 otrzymujemy potwierdzenie, ze Z, ary =Ly T d /2, cowczesniej zapi-

sano w poz. 4.

Powyzsze poréwnanie wskazuje na harmoni¢ i zasadno$¢ wykorzystanych zalezno-
$ci. Warto zwrdci¢ uwagge na fakt, ze naprezenia obliczone w pozycji 7 1 8 sa jednako-
we, co jest potwierdzeniem stuszno$ci podstawowego prawa fizycznego opisanego
zaleznoS$cig (2.1). Zostanie to rowniez wykazane wzorem (5.5) w ponizszym rozdzia-

le.
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5. GENEZA WYSTEPOWANIA MODULU
WYBOCZENIOWEGOE <E

W zakresie odksztatcen sprezysto plastycznych — przy smuktosciach A, <A <A —
wystepowanie moduldéw wyboczeniowych E < E jest zjawiskiem fizycznym i w
zwiazku z tym geneza ich wystgpowania moze by¢ uzasadniona wyltacznie przestan-
kami fizycznymi.

Przy rozciaganiu prébek na nowoczesnych zrywarkach — np. marki ,,Instron” —
stwierdza sig, ze proporcjonalny przyrost dlugosci probki stalowe;j

Al=PI1/EA (m)

wystepuje dla sit o wartoSciach pomigdzy P =P, /2,7a P =P, , gdzie sita P, wy-
znacza granicg proporcjonalnosci R, =P, / A. Przy sitach P<~ P, /2,7 wykresem
przyrostu A/ nie jest linia prosta i zapewne jest to wynikiem wyst¢gpowania w sieci
krystalicznej materiatu utajonych, pozornie trwatych mikrooksztatcen Ae* >0, po-
wodujacych wystapienie modutow ,,sieciowych” E* > E. Po odciazeniu probki — mi-
kroodksztatcenia Ae® znikaja do zera. Podobne zjawiska wystepuja w precie
Sciskanym, powodujace przy sitach P =P _/ NG} wystapienie wg (1.2) Al =n’il\,

gdy moduty Sciskania: E; =E/ J3i wyboczenia £} =E / J3.0d tej chwili pozorne

odksztalcenia Ae * zaczynaja si¢ utrwala¢ w sieci krystalicznej wybaczanego preta i
zaleznie od smuklosci A< A . generuja moduty wyboczeniowe E < E. Ekstremalna
sifa niszczaca jest rtowna P, =n’E oAy ’< P,.

Rozwazmy iloraz modutow
E/E, =pB. (5.1)

Po pomnozeniu i podzieleniu lewej strony przez ¢ otrzymujemy

c/E, :G/E+A8W :1+EA8W B (5.2)
6/E 6/E c
skad
c 1 1 (5.3)
Ae =— (P-1)=0c| ——-— .

Wg (4.19) wspotczynnik B=(A, /2)5, a po przyjeciu wg (4.22) wartoéci & =0, 1
wstawieniu do (5.3) otrzymujemy

2 (B—1)=n2[1—1}=n2|1—[k}§-}=8 {1_[;¥j€—I (5.4)
2B U ) T )

r r

Ae, =
rw
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Utajone odksztatcenia trwale wyraziliSmy w funkcji smuktosci biezacej A i
smuktosci rozdzielajacej A, ktora jest zalezna od granicy proporcjonalnosci R, ,
modulu Younga E oraz wyrazenia W / A4 i, czyli od ksztattu przekroju poprzecznego
preta. Przy A<, gdy o, >0, w osi Sciskanego preta wystapi odksztatcenie

2 Z .
E E E EE, ¥ \p),

Wykorzystujac zalezno$¢ (5.4) mozemy zapisa¢ wzor na modul wyboczeniowy

4 4 5.6
P . I 1_{1_(%]1 m e 00
Log ) L&) ] A

r r

Ze wzoru (5.4) wynika, ze tylko w pretach o smuklos$ci A > A jest Ae, =0, nato-
miast przy smuklosci A<A, wystapi Ae, >0 i dlatego wg (5.6) jest E < E przy
B>1, a ekstremalne osiowe naprezenia niszczace — opisane wzorem (4.22) — przebie-
gaja wg hiperboli beta przedstawionej na rysunku 4.2.

Wzor (5.6) jest wzorem doktadnym, obliczone przy jego pomocy warto$ci ekstremal-
nych sit niszczacych P odpowiadaja warto$ciom uzyskanym z badaf zaréwno dla
pretow wykonanych ze stali D45 wg tablicy 3.1 oraz ze stali D50 wg tablicy 3.2.

Po udowodnieniu, ze przy smuklo$ci A<A  wystepuja moduty wyboczeniowe
E < E mozemy zapisa:
¢ WzOr na energi¢ zginania pre¢ta od sit zewngtrznych

_ (BS)L_ (Pf) B (5.7)
¥ 4E Jcos(a, /4) 4EJcos(o, /4) ’

+ wzoOr na energi¢ Sciskania preta od sit zewngtrznych

_PiL _PIIB (5:8)
“ 2EA 2EA
« bilans energii od sit zewnetrznych

(P.f,) Bl P LB _PlL, :\/ﬁn " (5.9)
4EJ cos(o, /4)  2EA 2FA E 2 ’

« kat obrotu koncow preta obliczamy z przeksztatconego wzoru (2.12) do postaci

o, =2 arcsin(ma, /2) , (5.10)

gdzie a, okresla wzor (4.10).
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6. OPIS PROBY OBCIAZANIA PRETA SitA SCISKAJACA
O WZRASTAJACEJ WARTOSCI

W celu przedstawienia wykresow skrocen osi preta i jego wyboczenia jako funkcji
sity w tablicy 6.1 zestawiono petne wyniki badan nad $ciskaniem pretanr 59 o dtugo-
sci/=3cm.

Tablica 6.1 Zestawienie wynikéw badan nad $ciskaniem preta nr 59
Table 6.1 Comparision of results of compressing tests for rod No. 59

Wyniki z badan Wyniki obliczeniowe
E: (61) o’ AL,
Nr pomiaru P f Al a=fI11] 7 *
EL(62) |we (2.12)] wg (2.15)
[daN] [em] [cm] [MPa] [em]
1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,3352 - 0,0008 - 85000 - -
2 29115 - 0,0014 - 79532 - -
3 4,2510 - 0,0018 - 90209 - -
4 54117 - 0,0020 - 103457 - -
5 6,5297 | ~0,0002 | 0,00205 - 121302 - -
6 9,2014 0,0050 0,0021 | 0,00167 | 170933 | 0,3000 | 0,000021
7 9,7508 0,0125 0,0022 | 0,00417 | 181139 | 0,7500 | 0,000129
8 9,9475 0,0200 0,0024 | 0,00667 | 184794 | 1,2000 | 0,000329
9 9,9988 0,0300 0,0028 | 0,01000 | 185747 | 1,8000 | 0,000740
10 10,1749 | 0,0406 0,0034 | 0,01367 | 189018 | 2,4600 | 0,001356
11 10,0752 | 10,0492 0,0041 | 0,01642 | 187166 | 2,9520 | 0,001991

Na podstawie wynikow badan zestawionych w tablicy 6.1, wykonano wykres wybo-
czenia preta — we wspohrzednych (f, P) — przedstawiony na rysunku 6.1, natomiast
wykres skrocen osi i zblizen koncow preta od ugigcia — we wspotrzednych (Al , P) —
gdy Al, =Al, +Al_, przedstawiono na rysunku 6.2.

Badania wykazaty, ze kazdy — pierwotnie prosty — badany pret pozostaje prosty do
chwili, gdy przy sile Sciskajacej P =P, / 3 wystapi —wg (1.2) —krytyczne skrocenie
jego osi Al, =n’ i’ /1. W precie o nr 59 wartos¢ Al, =0,002056 cm. Z wykresu na

rysunku 6.2 wida¢ wyraznie, ze migdzy sitami P,i P, $ciskany pret jest w stanie nie-
scisliwym. Wyboczenie preta rozpoczyna si¢ praktycznie w chwili, gdy o$ dziatania
sit zewngtrznych wychodzi na zewnatrz rdzenia przekroju r =d /8= f =0,0125 cm
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— niescisliwego preta — przy sile P = P,. Wzrastajacemu skroceniu osi preta migdzy
sitami P, + P, —wg wykresu narysunku 6.2 — towarzyszy wzrost wartosci adekwatne-
go modutu wystepujacego przy sciskaniu

Pl (6.1)

a po osiagnigciu niescisliwosci osi — przy wystapieniu pierwszych mikro-ugig¢ preta —
wystepuje modut wyboczeniowy

2
E* = Pl . (6.2)
n®J
PA PA
(cla)| (daN)
Fe=li3fdaN - Pe. .
10_] s e 10 &89, .21
+5/-+7 8 I 0 1 6f+
/ E;
+ PRAG P=R/V3 5
\5
5 5
—+4 = . 4
ESC\_/l
+3 3 |
-I+2 z-l-/ | 2
I 1 A Al
+1 X200 + ¥ X2500
0" gu oz qos 90 frm O Qo1 qooz 003 Aletem)

Rys.6.2. Wykres skrocen osi preta
Fig.6.2. Load against shortening
of the beam column axis

Rys.6.1. Wykres wyboczenia preta
Fig.6.1 Load - deflection curve

Przy catkowitym zblizeniu koficow preta A/, = Al, + Al warto$¢ modutu £ wzra-
sta wolniej od mogutu £ , osiagajacego w p. 10 warto$¢ modutu wyboczeniowego
E =E/B=E/1,1115=189018 MPa, zgodna z zaleznoscia (5.6).

Ekstremalnej sile niszczacej P, = P, /B towarzyszy ugigcie f,, =0,0406 cm, przy
ktorej bilans prac wg (2.6) jest rowny maksymalnej energii sprezystej uktadu wg
(3.3)1(3.4), co zapisano w kolumnie 6 tablicy porownawczej 3.3.
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Rownos$¢ modutow (6.1) i (6.2) wystepuje tylko przy Al =Al, =Al _, przy sile
P=pP_/ 3. Przy tych wartosciach z poréwnania obu wzordéw otrzymujemy krytycz-
ne skrocenie Al, =7 * i/ A, zgodnie z (1.2), wystepujace w wybaczanym precie, az do
chwili jego zniszczenia sila ekstremalna P, .

Na podstawie ugig¢ preta wyznaczono z wzoru (2.12) narastajace wartosci katow ob-
rotu o, podane w kolumnie 7 tablicy 6.1. Przypadkowo katy o.* =60 f', a to ozna-
cza, ze wykresem katow we wspotrzednych (f, o) bedzie linia prosta.

W kolumnie 8 tablicy 6.1 podano wartosci zblizen koncéw od zginania preta, a po
przemnozeniu przez sity P otrzymamy — zgodnie z (2.7) — prace zginania, ktoérych
wykresem we wspohrzednych (Al , /) jest pole trojkata.

zg?

7. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

7.1. PRZYKLAD NA OKRESLENIE RZECZYWISTEGO
WSPOLCZYNNIKA PEWNOSCI DLA PRETA
O PELNYM PRZEKROJU KWADRATOWYM

W celu wyznaczenia rzeczywistego wspotczynnika pewnosci przyjmujemy pret o
przekroju kwadratowym pelnym, wykonany ze stali 18G2A, wykazujacej granicg
proporcjonalnosci R, =245 MPa przy module £ =210000 MPa, skad A, =92.

Dla przekroju kwadratowego otrzymujemy W /A i=1/ 3 oraz z réwnosci (2.10)
warto$¢ smuktosci rozdzielajacej A, =320,16=3,482 .

Wg PN-90/B-03200 dotyczacej obliczen statycznych i projektowania konstrukc;ji sta-
lowych, dla stali 18G2A przyjeto wytrzymaltos¢ obliczeniowa R =305 MPa, przy kto-
rej wystepuje smuktosé wzglqdna?»p =95. Granica plastycznosci R, =355 MPa.

Dla przekroju kwadratowego pelnego wg wzoru (4.21) jest wyktadnik potegi { =
1/6,992, a wg (4.19) otrzymamy dla?»p =95 wspotczynnik

¢
A 32016 1/6,992
= - | =| —— =1]1898 .
b, (x ) ( 95 ) !

P

Rzeczywiste naprezenie niszczace wg (4.22) wynosi zatem

n’ E
G, ==

A

P P

=193,02 MPa .
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W stosunku do granicy plastycznosci wystapi iloraz

n, =R, /o, =355/193=184 ,

R
a w odniesieniu do granicy proporcjonalnosci
n, =R, /o, =245/193=127 .

Przyjmujac bok kwadratu H = 1 c¢m pole przekroju poprzecznego 4= 1 cm® oraz

i=1/+12.

Dtugosé preta (! preta) l,=h,i=95/ V12=27,4241 cm

Ugigcie niszczace wg (4.11) f=i.B [)LPT —L =0,1810 cm
. f o\ %, \/pr ,

Wzgledne ugigeie a,=f/ lp =0,0066

Kat obrotu koncow preta wg (5.10) o, =2arcsin(t a, / 2)=1,1882°

Sita niszczaca P =0,4=1930,2 daN

Energia zginania wg (5.7) U, = M =0,56893J

# 4 EJcos(a,/4)
o AR
Energia $ciskania wg (5.8) U, = ﬁ =2,65361

Bilans energii wg (5.9)
2U, + U, =11379+2,6536=3,79151] .

Maksymalna energia sprezysta wg (1.6) U, =3,7940 J.

Z poréwnania wynika, ze w chwili niszczenia pret osiagnat energieU,, =L, .

Odksztalcenie w osi preta wg (5.5)

n’ o 193

8 = = n =
N E o 210000

11,1898 =1,0936-10" .

Odksztatcenie trwate wg (5.4)

)4

Ae, =g, (1—{31):1,7444-10'4 :
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7.2. PRZYKLAD NA OKRESLENIE RZECZYWISTEGO
WSPOLCZYNNIKA PEWNOSCI DLA RURY
KWADRATOWEJ O GRUBOSCI $CIANKI g = 0,05 H

DlaH =1cmih =0,9 cmotrzymamy W / A i=0,77778. Przyjmujac, Ze rur¢ wykona-
no ze stali 18G2A wykazujacej R, =245 MPa przy £ =210000 MPa otrzymujemy
A, =92, gdy wg przykfadu 7.1 smukios¢ wzgledna A =95.

Z réwnosci (2.10) otrzymujemy A =2/234skad x, =A, /A, =2,309.Z zalezno-
Sci (4.12) otrzymamy warto$¢ 3, =1,2814, a wg (4.17) jest wyktadnik § =0,2965.

Przy smuktosci wzgledne;j kp =95 otrzymamy wspotczynnik
B,, =(A, /kp )© =(21234/95)"%% =12693 ,
a osiowe naprezenie niszczace wg (4.22)

n’E

n

=180926 MPa .

2
pp

Przy przekroju rury 4 =1-09? =0,19 cm® promien bezwtadnosci przekroju jest row-
ny 1=0,38937 cm.

Dlugos¢ preta (rury) l[,=h,i=36,8951 cm

Ugigcie niszczace wg (4.11) =i P (MI —L =0,27734 cm
. I » )\’H \/Fp s

Wzgledne ugigcie a,=f,/1,=0007517

Kat obrotu koncow preta (rury) wg (5.10) o, =2arcsin(ma, / 2)=1,3531"

Sita niszczaca P =6,4=343,767 daN

(LY B, 1,

Energia zginania wg (5.7) o = m =0,1768351
2 /
. . T an P
Praca zginania wg (2.8) L, =P, (2 J 7005(0( /%) =0,176838 J
Pl
Energia $ciskania wg (5.8) U, = "2 ]’;f =0,6155717

' F
Praca $ciskania wg (4.8) L. =P Y, \/[T =0,6155617
P P
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Bilans energii wg (5.9)

20U, +U, =0,35367+0,61557=10,96924 T ,

a maksymalna energia sprezysta

U =1/ﬁg Ai=13,14496-0,19-0,38837 = 0,96997 J
H E 2 b b b b .

Z porownania wynikéw stwierdzamy, ze w ekstremalnym stanie $ciskania rura
osiagnela energig sprezysta U, =L, .

Odksztatcenie w osi rury

n’ o 18093

g =— =" f = 12693 =0,0010936 ,
e P, 210000

a odksztalcenie trwate

Ae, =¢, [1—1}2,302-10"‘ :

P

Z poréwnania z przyktadem 7.1 wynika, ze w pretach cienko$ciennych (rurach) wy-
stepuje zdecydowanie wigksze wytezenie materiatu, czego dowodem jest wzrost od-
ksztalcen trwatych w osi rury az o 32% w stosunku do przekroju petlnego.

Jest to zapewne przyczyna powstawania zatlomow po stronie wklgstej w polowie
dtugosci rury.

8. WYZNACZENIE NAPREZEN W PRZEKROJU
WYBOCZONEGO PRETA

8.1. WYZNACZENIE NAPREZEN DLA PRETA O PRZEKROJU
KWADRATOWYM PELNYM O BOKU h =0,1 cm | SMUKLOSCI
GRANICZNEJ 2 ,, WYKONANEGO ZE STALI D50

Na podstawie zamieszczonych ponizej obliczen wykonano na rysunku 8.1 dwa wy-
kresy; a) we wspotrzednych (€, 6) oraz b) we wspdtrzednych (Z, ).
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&5

Dla przekroju kwadratowego jest

B, =11952

Modut wyboczeniowy

E,=E/pB,=175780 MPa

Ugigcie niszczace

{ 1
fi=i B”_T: 1,529-107 cm
H

Potozenie osi obojetnej

Z =i’/ f,=54510" cm

Krytyczne odksztatcenie w osi preta

g, =n’/N,=1512-10"

Odksztatcenie po stronie wypuklej przy
x=1/2

hi2 .
£ =€, 1= |=1248-10

Odksztalcenie po stronie wklgstej przy
x=1/2

UU

hi2 |
e, =g, 1+~ [=2.899-10

Odksztalcenie trwale po stronie wklgstej

(o2
“(B,-1)=4,734-10""

Ae w(m) E

Naprezenie po stronie wypuklej

6,=¢, E, =21937 MPa

Naprezenie po stronie wklgstej

c,=¢, E =509511MPa

Napregzenie w osi preta

6 £,=2899-10"°

MFa

At 473410

o,=¢, E, =265728 MPa

500) 6m=509511_MPa__ 71

4o0 | Re=4020Pa .7,./ 4004-1€
300 ] =EEw| 301
] { i

100 l 100 | Fn

ﬁm?fw 1L
61- i l __ I Pkl
0l g qoor &, ooz &m Ex210° | 0 - %500
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a) Wykres we wspotrzednych (g, o)

b) Wykres we wspotrzednych (Z, o)

Rys.8.1. Wykres naprezen i wzglednych odksztatcen w potowie dtugosci preta o przekroju
kwadratowym petnym przy smuktosci A, =80,8 ih =0,1 cm

Fig. 8.1. Stresses and relative strains in the middle of the beam column span,

rod of square and filled sections, slendernees of A, =80.8ih =0.1 cm

a) Graph in the coordinates (g, 6), b) Graph in the coordinates (Z, o)
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Z wykresu a) wynika, ze przez trzy wyznaczone punkty (€, , ©,),(€,,0,)i€,, 0,)
przechodzi linia prosta o rownaniu ¢ =¢ £ . Wykresem naprezen, gdy w przekroju
preta wystgpuje modut sieczny £ =E jest wigc linia prosta tak jak w przypadku
ugie¢ nadkrytycznych przy smuktosci A=A .

Wykresem naprezen we wspotrzednych (Z, ©) jest trapez i dla tej figury potozenie
srodka ciezko$ci wyznaczamy ze wzoru

c +20
,, :ﬁ_ﬁ m71=1,529.10-2 cm
* 2 3 o,+0,
i taka warto$¢ ma obliczone ugigcie niszczace f .

Nie ma wigc zadnej watpliwosci, ze wykresem napregzen jest wyznaczona linia pro-
sta.

W érodku cigzkosci wykresu wystgpuje sita niszczaca
c, +0

g =% h*=c, h*=26573 daN .

Z zalezno$ci (5.4) mozemy zapisa¢ wzor na warto§¢ wspdtczynnika

€ 1

_s—Aew 1-Ae, /¢

trw

Zrysunku 8.1a mozemy okresli¢ Ae |~ w dowolnym miejscu przekroju zaleznoScia

Ae  =Ae o/c

trw trw (m) m

W osi preta przy 6 =6, otrzymujemy warto$¢ Ag =2,469-107, a po stronie wy-

trw (n)

=2038-10"". Wg przykladu (8.1) w osi preta wystepu-
=4,734-10" wystapi

puklej przy 6 =c jest Ag

trw (1)

je B, =L1952. Po stronie wypuklej B, =11952. Przy Ae

rowniez warto$¢ wspotczynnika 3, =1,1952. Trzy jednakowe warto$ci sa rowne wie-
lkosci B, =1,1952, a to oznacza, Ze w kazdym punkcie przekroju wystgpuje modut
sieczny E_ =FE <E, przy ktorym w przekroju preta wystepuja liniowo zmienne
wzgledne odksztatcenia trwate okreslone zaleznoscia (5.1). Ujawnienie tego zjawi-
ska jest uzasadnieniem wystepowania ptaskich przekrojow w zginanych pretach,
przy ich wyboczeniu.
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8.2. OBLICZENIA DO WYKRESU NAPREZEN W PRECIE
O PRZEKROJU KOLOWYM PELNYM | SMUKLOSCI
GRANICZNEJ 1, = 80,8, WYKONANYM Z MATERIALU D50

Na podstawie zamieszczonych ponizej obliczen przedstawiono na rysunku 8.2 dwa
wykresy; a) we wspotrzednych (€, 6) oraz b) we wspotrzednych (Z, ).

Przy przekroju kotowym pelnym jest B, =11552
Modul wyboczeniowy w przekroju kolowym E =E/B,=181870 MPa
. 1 ,2
Ugiecie niszczace przy $rednicy preta d =0,1 cm f=i.|B,—7—=1185-10"cm
B[[
Potozenie osi obojetnej Z =i/ f,=5273-10" cm
Krytyczne wzgledne skrocenie e, =n’/\,=1512-10"

/2
Wzgledne odksztatcenie po stronie wypuktej przy x=1/2| €,=¢ k(l— 7 ] =7.824-10"

0”

dl?2
Wzgledne odksztatcenie po stronie wklgstej przy x=1/2 €, =€ k[l+] =2,946-10"

ZU
c
Wzgledne odksztatcenie trwate po stronie wklgstej Ae, = Em (B "y 1) =3957-10"
Naprezenie po stronie wypuklej c,=¢ E =14,227 MPa
Naprezenie po stronie wklgstej c,=¢, E =535648 MPa
Naprezenie w osi preta c,=¢,E =274,937 MPa

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze w precie o przekroju kotowym jest wyzsze
naprezenie niszczace od naprezenia w precie o przekroju kwadratowym przy jedna-
kowych smuktosciach A, =808 Wyzszemu naprezeniu towarzysza mniejsze warto-
sci Ae, o okoto 20% w porownaniu z przekrojem kwadratowym. Dobér optymal-
nego przekroju na najbardziej odpowiedzialne konstrukcje nosne stanie si¢ zapewne
tematem wielu prac.

Jednoimienny rozktad naprgzen $ciskajacych przedstawionych na rysunkach 8.1b i
8.2b $wiadczy o tym, ze niszczenie S$ciskanych pretow, pierwotnie prostych, o
smuktosciA , dokonuje sig w chwili, gdy o$ dziatania sit wystepuje w rdzeniu rozpa-
trywanego przekroju.
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2 J
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a) Wykres we wspotrzednych (g, o)

Rys.8.2. Wykres naprezen i odksztatcen w potowie dtugosci wyboczonego preta

0lg;, oo & ooz &4 exf0® |

m

ol £0X500 4

s dx5
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0

==

b) Wykres we wspotrzednych (Z, o)

o petnym przekroju kotowym i smuktosci A, =80,8 (/ =2,02 cm),
wykonanego z materiatu D50 wg tablicy 3.2

Fig.8.2. Stresses and strains in the middle of the buckled beam column span,

ZxS.DFTJ

rod of circular and filled section and slendernees A, =80.8 (/ =2.02 cm), made of steel D50

from the Table 3.2

9. PODSUMOWANIE

1. Przeprowadzone badania nad $ciskaniem prostych pretéw pryzmatycznych — o
przekroju kotowym petnym i smuktosciach A, <A <A —wykazaly, ze wyboczo-
ne prety sa niszczone ekstremalnymi sitami P, < P, .

2. W kazdym precie przy sile P=P, / NG) wystepuje, w stanie prostym, krytyczne
skrocenie jego osi A/, =n’ i’ / [, przy ktorym powstaje pierwsze mierzalne mi-

kro- ugigcie preta. Praktycznie, wyboczenie — juz niesci§liwego — preta nastepuje
w chwili wychodzenia osi dziatania sit na zewnatrz rdzenia przekroju r =d / 8.

3. Powodem wystegpowania ekstremalnych sif niszczacych P, < P, sa odksztalcenia
trwate Ae, >0, powstajace w materiale Sciskanego preta, bedace podstawa

wystapienia moduldéw siecznych

E =E(1-Ae, /e, )<E,

ktore staja si¢ adekwatnymi modutami wyboczeniowymi £ = E_ i dlatego osio-
We nhaprezenia wyrazaja si¢ wzorem
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c,=n’E, /N<o, .
4. Najwigksza wrazliwo$¢ na wystapienie odksztatcen trwatych wykazuja (teorety-
cznie) prety cienkoscienne.

5. W przekroju kazdego preta wystepuje prostoliniowy rozklad naprezen i od-
ksztalcen, co umozliwia stosowania zasady superpozycji.
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EXPERIMENTAL TESTS OF COMPRESSED PRISMATIC
BEAM COLUMNS IN THE RANGE
OF ELASTO-PLASTIC DEFORMATIONS

Abstract

The paper refers to stability of compressed prismatic beam columns of circular and filled
section, in the range of elasto-plastic deformation. The slendernesses ratio is taken from
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Ay SA<A,, where A, =n JE/R,,, E is Young modulus, R, is the proportional limit and

slenderness A, divides elastic and elasto-plastic ranges of deformation. The original
experimental test is described and analysis of experimental results is carried out with respect
to the proposed by author formulas for determinig both the static and geometric parameters of
beam column as well as the energy and the work of external forces relating to critical and
supercritical states. The research is complemented by calculation of safety factor, which due to
proposed by author analysis is much lower than that proposed by Polish standard
PN-76/B-03200, on static analysis and design of steel structures.

The presented approach follows the experimental tests on column buckling, namely the
column preseved its straight shape only until the loading reach the value of P, /~/3, where P.is
the Euler value of critical force. At this level of loading the critical compressing occurs and the
column axis becames uncompressible. For higher values of the loading the process goes on
with the stable bent shape and at the critical state, determined by the force P, the stable bent
shape occurs concequently. The potential energy at critical state is equal to the maximum
value of the energy of elastic deformation. This value depends on the material mechanical
properties and the shape of cross-section. For the forces higher than P, the plastic strains and
the material strengthening occurs.
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