
STRESZCZENIE. W pierwszej czêœci artyku³u dokonano prze-
gl¹du obecnego stanu wiedzy z zakresu dynamiki mostów
kolejowych pod obci¹¿eniem ruchomym. Szczególn¹ uwagê
poœwiêcono rozwojowi modeli obci¹¿eñ kolejowych oraz modelom
interakcji dynamicznej przês³o-pojazd. Zwrócono uwagê na
najwa¿niejsze aspekty determinuj¹ce rozwój tej dziedziny wiedzy.
Przeprowadzono dyskusjê wspó³czesnych sposobów definiowania
modeli MES przêse³ mostowych wykorzystywanych w analizach
dynamicznych. W drugiej, praktycznej czêœci pracy, przedstawiono
wyniki symulacji numerycznych przejazdu obci¹¿enia po kon-
strukcji mostu. Obci¹¿enie kolejowe odwzorowano w postaci
strumienia si³ skupionych oraz strumienia oscylatorów jedno-
masowych. Rozwa¿ono drgania œrodka przês³a mostowego oraz
masy pojazdu w zale¿noœci od prêdkoœci ruchu. Parametry
obci¹¿enia przyjêto na podstawie rzeczywistego pojazdu
szynowego – jednostki trakcyjnej serii EN57. Parametry konstrukcji
przyjêto na podstawie mostowego przês³a odci¹¿aj¹cego o roz-
piêtoœci 30 m. W obu przypadkach wszystkie potrzebne parametry
dynamiczne przês³a uzyskano na podstawie badañ wykorzystuj¹c
techniki identyfikacji modalnej.

S£OWA KLUCZOWE: analiza numeryczna, dynamika kon-
strukcji, identyfikacja modalna, mosty kolejowe, obci¹¿enia
kolejowe.

ABSTRACT. The first part of the paper provides a review of the
state of knowledge of the dynamic behaviour of railway bridges
under moving loads. Particular attention is paid to developments
in modelling railway bridge loading and dynamic vehicle-span
(structure) interaction. The most important aspects determining
the advancements in this area of knowledge are identified. The
contemporary techniques for defining bridge span finite element
models used in dynamic analyses are also discussed. The
second, practical part of the paper presents the results of
numerical simulations of the passage of load along the bridge
structure. The railway loads are represented by a series of
concentrated forces and a series of single-mass oscillators.
Vibration of the bridge span centre and the vehicle mass
depending on the speed of travel are considered. The loading
parameters are adopted to represent a real railway vehicle –
EN57 electrical multiple unit. The structure's parameters were
adopted on the basis of a 30 m long load-relieving span. In both
cases modal identification techniques were used to obtain all the
required dynamic parameters of the span under analysis on the
basis of experimental data.

KEYWORDS: modal identification, numerical analysis, railway
bridges, railway loads, structural dynamics.
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1. WSTÊP

W dniu 10 paŸdziernika 1829 roku dokonano prezentacji pa-
rowozu „Rakieta”, zbudowanego dla linii Liverpool-Man-
chester przez brytyjskiego in¿yniera Georga Stephensona.
Rok póŸniej, 15 wrzeœnia 1830, otwarto pierwsz¹ na œwiecie
liniê kolejow¹ ³¹cz¹c¹ wspomniane miasta. Wydarzenia te
da³y pocz¹tek erze kolejnictwa na œwiecie. Z pocz¹tkiem XX
wieku nast¹pi³ dynamiczny rozwój transportu szynowego.
Od tego czasu obserwuje siê ci¹g³¹ tendencjê do zwiêkszania
prêdkoœci ruchu. Pierwszy poci¹g du¿ych prêdkoœci wpro-
wadzono do ruchu w Japonii w 1964 roku. Osi¹ga³ on prêd-
koœæ 210 km/h i kursowa³ na magistrali Shinkansen, pomiê-
dzy miastami Tokio i Osaka. Obecnie konwencjonalne
pojazdy szynowe osi¹gaj¹ prêdkoœci nawet do 350 km/h.
Stanowi¹ one podstawê kolejowego transportu pasa¿erskie-
go w wielu krajach, m.in. w Japonii, Chinach, Francji, Niem-
czech, W³oszech czy Hiszpanii. Wprowadzenie du¿ych
prêdkoœci w ruchu pasa¿erskim powoduje, ¿e koleje staj¹ siê
konkurencyjne w stosunku do transportu samochodowego
ju¿ przy odleg³oœciach przekraczaj¹cych 100 km, a w przy-
padku komunikacji lotniczej przy odleg³oœciach do 1000 km
[1].

W Polsce najwiêksz¹ inwestycj¹ okresu powojennego by³a
Centralna Magistrala Kolejowa (CMK) ³¹cz¹ca Grodzisk
Mazowiecki z Zawierciem. Budowê rozpoczêto w 1971
roku, a ukoñczono w roku 1978. Przystosowano j¹ do ruchu
poci¹gów z prêdkoœciami do 160 km/h. Aktualne parametry
techniczne tej linii umo¿liwiaj¹ kursowanie poci¹gów z prêd-
koœciami do 200 km/h. Obecnie na terytorium kraju prowa-
dzi siê modernizacje wielu linii kolejowych, które maj¹ na
celu poprawê parametrów u¿ytkowych, w tym prêdkoœci ru-
chu. Linie te stanowi¹ element europejskiej sieci transporto-
wej i maj¹ istotne znaczenie w miêdzynarodowych tranzy-
tach kolejowych.

Wzrost prêdkoœci ruchu powoduje eskalacjê oddzia³ywañ
przekazywanych przez tabor na konstrukcjê i wymaga roz-
wi¹zania wielu z³o¿onych zagadnieñ technicznych. Z punktu
widzenia bezpieczeñstwa ruchu i komfortu (szczególnie
przy du¿ych prêdkoœciach), wa¿ne jest okreœlenie amplitud
drgañ pojazdu i przês³a oraz si³ ich wzajemnego oddzia³ywa-
nia. Konieczne jest w tym przypadku przeprowadzenie ana-
liz dynamicznych, w których kluczowym elementem jest
poprawne zdefiniowanie zintegrowanego modelu pojaz-
d-przês³o. Poruszaj¹cy siê pojazd szynowy wywo³uje drga-
nia konstrukcji mostowej. OdpowiedŸ mostu wp³ywa jedno-
czeœnie na drgania pojazdu. Mamy zatem z³o¿ony,
wzajemnie sprzê¿ony uk³ad dynamiczny, którego dok³adna
analiza jest zadaniem bardzo skomplikowanym. Historia

1. INTRODUCTION

On 10 October 1829 Robert Stephenson’s Rocket loco-
motive was presented, as a vehicle to be used on the yet to
be built Liverpool-Manchester railway line. The very
line, being the first railway line in the world, was opened
almost one year later, precisely on 15 September 1830.
These two events marked the birth of the age of railways
on a global scale. The beginning of the twentieth century
witnessed rapid growth in the rail transport. A continuing
trend towards increasing the speed of travel has been ob-
served since that time. The first high-speed train was in-
troduced into service in Japan in 1964. It travelled on the
Shinkansen trunk line between Tokyo and Osaka reach-
ing the maximum operating speed of 210 kmph. Nowa-
days the conventional railway vehicles can reach speeds
up to 350 kmph. Such trains are presently the most impor-
tant component of passenger transport in numerous coun-
tries across the world, including Japan, China, France,
Germany, Italy and Spain. Due to launching of
high-speed passenger services railway transport is be-
coming competitive with road transport already at dis-
tances in excess of 100 km and with air transport services
at distances up to 1000 km [1].

The greatest railway project completed in Poland after
WWII is the Central Railway Trunk Line (CMK) connect-
ing the towns of Grodzisk Mazowiecki and Zawiercie.
The construction works were commenced in 1971 and
completed in 1978. The line was designed for the maxi-
mum travel speed of 160 kmph. Its current parameters
allow for the trains to be operated at speeds of up to
200 kmph. At present a number of upgrading projects are
being carried out on the Polish railway network to im-
prove the operational parameters, including the maxi-
mum operating speeds. These lines are part of the
European transport network and play a major role in the
railway transit.

An increase in the operating speed results in intensifica-
tion of the action of railway vehicles on the structure and
entails the need to solve numerous complex engineering
problems. Form traffic safety and comfort of travel per-
spective (particularly relevant where high operating
speeds are concerned) it is important to determine the ve-
hicle’s and bridge span’s vibration amplitudes and inter-
acting forces. To this end, it is necessary to perform
dynamic analyses with correctly defined integrated vehi-
cle-span model as their key element. A travelling railway
vehicle induces vibration of the bridge structure. The
bridge’s response, in turn, affects the vehicle’s vibration.
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problematyki ruchu obci¹¿enia po przêœle mostowym siêga
pierwszej po³owy XIX wieku. Rozwój wspomnianej dyscy-
pliny przedstawiono w pierwszej czêœci pracy na podstawie
studium literatury przedmiotu. W drugiej czêœci pracy przed-
stawiono wyniki symulacji numerycznych przejazdu
obci¹¿enia po przêœle mostowym. Zastosowano dwa uprosz-
czone modele pojazdu: strumieñ si³ skupionych oraz stru-
mieñ oscylatorów jednomasowych. Dokonano iloœciowego
porównania obu przypadków. Potrzebne parametry zadania
zdefiniowano na podstawie badañ konstrukcji rzeczywi-
stych.

2. ROZWÓJ MODELI DYNAMICZNYCH
POJAZD-PRZÊS£O

Pierwsze próby opisu dynamiki przês³a pod obci¹¿eniem ru-
chomym dotyczy³y przypadku si³y skupionej poruszaj¹cej
siê ze sta³¹ prêdkoœci¹ po belce Bernoulliego-Eulera. Zagad-
nienie to po raz pierwszy przedstawili Kry³ow [2] oraz Ti-
moshenko [3]. Równania sformu³owano dla punktu œrodko-
wego belki, sprowadzaj¹c uk³ad ci¹g³y do uk³adu o jednym
stopniu swobody. Za³o¿enia oraz zapis równañ ruchu znale-
Ÿæ mo¿na tak¿e w monografii [4]. W przypadku znacz¹cej
masy pojazdu w stosunku do masy jednostkowej przês³a
istotn¹ rolê odgrywa inercja obci¹¿enia. Rozwa¿aj¹c ten
przypadek, badacze zast¹pili si³ê skupion¹ obci¹¿eniem
w postaci masy skupionej. Pierwsze rozwi¹zania problemu
przedstawili Saller [5] oraz Jeffcott [6]. Wiele póŸniejszych
prac opisuje, rozwija oraz porównuje oba przytoczone mo-
dele podstawowe. Analizowany jest wp³yw ró¿nych para-
metrów uk³adu (prêdkoœæ, masa, sztywnoœæ, t³umienie) na
odpowiedŸ dynamiczn¹ przês³a, np. [7-9].

Modele si³ skupionych oraz mas skupionych (modele niere-
sorowane) pozwalaj¹ na badanie odpowiedzi dynamicznej
konstrukcji. Nie daj¹ jednak mo¿liwoœci analizy drgañ sa-
mego pojazdu oraz wzajemnej interakcji obu poduk³adów.
Najprostsze resorowane pojazdy modelowano w postaci
oscylatorów sprê¿ystych lub lepko-sprê¿ystych [10-13].
Drgania pojazdu odnoszono do drgañ masy, a za miarê
sprzê¿enia dynamicznego pomiêdzy pojazdem i przês³em
przyjmowano zmiennoœæ si³y w sprê¿ynie resoru.

Jednostkowe modele obci¹¿eñ (si³y skupione, masy skupio-
ne, oscylatory) nie odzwierciedlaj¹ rzeczywistego obci¹¿e-
nia kolejowego. Modele takie mo¿na stosowaæ w przypadku
krótkich przêse³, nios¹cych pojedyncze wózki, a nawet poje-
dyncze zestawy ko³owe. Dlatego na przestrzeni lat zagadnie-
nie drgañ mostu wywo³ane ruchomym pojazdem by³o stale
rozwijane. D¹¿ono do coraz wierniejszego odwzorowania

As a result we have to do with a complex, interrelated
dynamic system. A thorough analysis of this system
poses a very difficult task. Origins of the research studies
on the traffic loading of bridges date back to the first half
of the 19 th century. The development of this area of
research is presented in the first part of this paper, based
on literature review. This is followed by the second part
presenting the results of numerical simulations of bridge
span loading. The series of concentrated forces and the
series of single-mass oscillators are the two simplified
models of vehicle considered in the analysis. A quantita-
tive comparison of these two cases is performed. The in-
put parameters are defined based on the data obtained
from the actual structures.

2. DEVELOPMENT OF VEHICLE-BRIDGE
DYNAMIC MODELS

The first attempts to describe the dynamic behaviour of
a bridge span under a moving load involved the case of
a concentrated force moving at a constant velocity on the
Bernoulli-Euler’s beam. This problem was first presented
by Krilov [2] and Timoshenko [3]. The equations were
formulated for the centre point of the beam, thus reducing
the continuum system to a single-DOF system. The as-
sumptions and the expression of the equations of motion
can be found in the monograph [4]. When the vehicle’s
weight is large in relation to the weight of the span per
unit length, the inertia of load becomes important. When
analysing this case the researchers replaced the concen-
trated force with a concentrated mass load. First solutions
of this problem were proposed by Saller [5] and Jeffcott
[6]. These two basic models were later described, devel-
oped and compared in a number of papers. The effect of
different parameters of the system (such as velocity,
weight, rigidity, damping) on the dynamic response of the
bridge span was the subject of analyses, for example in
[7-9].

The concentrated force and concentrated mass models
(without spring suspension element) enable study the dy-
namic response of the structure. However, they do not al-
low for an analysis of vibration of the vehicle itself and of
the interaction of the two sub-systems. The simplest vehi-
cles with spring suspension were modelled as elastic or
visco-elastic oscillators [10-13]. The vehicle vibrations
were represented by the vibration of mass and the varia-
tion of force generated in the spring leaf was taken as the
measure of dynamic coupling between the vehicle and the
bridge span.
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rzeczywistego charakteru obci¹¿enia. Du¿y postêp w oma-
wianej dziedzinie nast¹pi³ wraz z rozwojem komputerów
i metod numerycznych.

Pierwsze symulacje obci¹¿enia rzeczywistymi pojazdami
polega³y na rozwiniêciu modeli jednostkowych w uk³ady
o strukturze cyklicznej – strumienie obci¹¿eñ [14-16]. Roz-
stawy poszczególnych sk³adowych przyjmowano w sekwen-
cji regularnej (sta³y rozstaw) b¹dŸ odpowiadaj¹cej rzeczywi-
stym rozstawom osi wózków lub zestawów ko³owych.
Okreœlona prêdkoœæ i rozstaw osi powoduj¹, ¿e przeje¿d¿-
aj¹cy poci¹g stanowi Ÿród³o cyklicznego wymuszenia o usta-
lonej czêstotliwoœci. Cykliczny charakter obci¹¿enia mo¿e
wywo³ywaæ niebezpieczne zjawiska rezonansowe. Wiele
prac poœwiêcono badaniom tego problemu, m.in. [17-19].

Obecnoœæ nawierzchni kolejowej wp³ywa na parametry dy-
namiczne mostu oraz efekty wzajemnego oddzia³ywania ta-
boru i przês³a. Dla obiektów du¿ych prêdkoœci dominuj¹ na-
wierzchnie podsypkowe z uwagi na ich dobre w³aœciwoœci
t³umi¹ce. W modelowaniu dynamicznym w wiêkszoœci
przypadków stosuje siê modele nawierzchni jedno- lub wie-
lowarstwowe. W modelach jednowarstwowych szyny kole-
jowe modelowane s¹ za pomoc¹ belki Bernoulli’ego-Eulera
lub belki Timoshenki, zaœ podsypka i przytwierdzenia od-
wzorowywane s¹ przy pomocy dyskretnych elementów lep-
ko-sprê¿ystych (belka na pod³o¿u sprê¿ysto-t³umi¹cym).
Modele wielowarstwowe uwzglêdniaj¹ wewnêtrzn¹ struktu-
rê nawierzchni poprzez uwzglêdnienie niezale¿nych mas
podk³adów, t³ucznia i podbudowy [20-22].

Wymagania stawiane projektowanym liniom du¿ych prêd-
koœci dotycz¹ przede wszystkim bezpieczeñstwa i stabilnoœci
jazdy oraz komfortu pasa¿erów. Z punktu widzenia bezpie-
czeñstwa ruchu wa¿nym czynnikiem jest wzajemna relacja
si³ pionowych i poziomych, powstaj¹cych w obszarze kon-
taktu ko³a i szyny. Okreœlenie kryteriów komfortu mo¿liwe
jest przy uwzglêdnieniu interakcji pojazdu i przês³a. Uwarun-
kowania te by³y przyczyn¹ tworzenia z³o¿onych, p³askich lub
przestrzennych modeli mechanicznych pojazdów o wielu
stopniach swobody. Adaptowano równie¿ teorie opisuj¹ce
zjawiska lokalne zachodz¹ce w strefie kontaktu ko³a i szyny
oraz wp³ywaj¹ce na bezpoœredni¹ wspó³pracê obu tych ele-
mentów (kontakt toczny, wê¿ykowanie, uderzenia boczne,
nierównoœci geometryczne toru, itp.) [23-26]. Wspomniane,
zaawansowane modele teoretyczne s¹ powszechnie stosowa-
ne w z³o¿onych analizach z zakresu mechaniki toru kolejo-
wego, pojazdów szynowych oraz interakcji taboru i przês³a
mostowego [27-30].

Z³o¿onoœæ uk³adów mechanicznych wagonów, lokomotyw
oraz nawierzchni kolejowej sprawia du¿e trudnoœci w ich

The singular load models (concentrated forces, concen-
trated masses, oscillators) do not represent the real load-
ing of a bridge by a railway vehicle. Their application is
limited to short spans carrying single bogies or even sin-
gle wheel-sets. For this reason, the issue of analysing
bridge vibrations induced by a moving vehicle was con-
stantly developed over the years. The purpose of these ef-
forts was to achieve increasing accuracy of representation
of the real loading situation. A considerable progress in
this area was made along with advancement in computers
and development of numerical methods.

The first simulations of loading with real vehicles con-
sisted in developing the singular models into cyclic sys-
tems – series of loads [14-16]. The intervals between the
respective components were either regular or corre-
sponded to the actual spacing of bogie axles or
wheel-sets. With the pre-determined vehicle speed and
spacing of axles the moving train becomes a source of
a cyclic excitation with a specific frequency imposed on
the bridge. The cyclic nature of loading may induce dan-
gerous resonance phenomena. This problem was the sub-
ject of a number of research studies, including those
reported in [17-19].

The presence of the railway track affects the dynamic pa-
rameters of the bridge and the vehicle-structure interac-
tion. Ballasted track systems are preferred on the
high-speed railway bridges due to their good vibration
damping properties. In dynamic modelling, the track sys-
tems are, in most cases, represented by single or
multi-layer systems. In the single-layer models the track
rails are modelled by means of the Bernoulli-Euler’s or
Timoshenko’s beam and the ballast and fastenings are
represented by discrete visco-elastic elements (beam rest-
ing on an elastic damping layer). In multi-layer models
the internal structure of the track system is represented by
incorporating independent masses representing the sleep-
ers, ballast and sub-ballast [20-22].

The designed high-speed lines are required in the first
place to meet travel safety and stability and passenger
comfort requirements. The interrelation of vertical and
horizontal forces generated at the wheel/rail contact area
is an important factor from traffic safety perspective. The
travel comfort criteria are definable when taking into ac-
count the vehicle-bridge interaction. These consider-
ations were the reason for the development of complex
multi-DOF two or three-dimensional mechanical models
of vehicles. The theories describing the local phenomena
occurring at the wheel/ rail contact area and influencing
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matematycznym odwzorowaniu. Z jednej strony, im dok³ad-
niejszy jest model, tym wierniej oddaje rzeczywistoœæ.
Z drugiej strony roœnie liczba nieznanych parametrów, które
nale¿y okreœliæ. Stwarza to podstawow¹ trudnoœæ i dlatego,
mimo ogromnych mo¿liwoœci komputerów i procedur MES,
w praktyce stosowane s¹ czêsto konserwatywne modele
uproszczone [31-34].

3. MODELE MES PRZÊSE£
W ANALIZACH DYNAMICZNYCH

Obecnie analizy konstrukcji prowadzi siê g³ównie przy wy-
korzystaniu programów MES. Dziêki temu mo¿na bardzo
dok³adnie odwzorowaæ strukturê za pomoc¹ modeli prêto-
wych, powierzchniowych i bry³owych. Wybór sposobu mo-
delowania zale¿y od celu analizy. Je¿eli celem jest okreœle-
nie rozk³adu si³ i wytrzyma³oœci elementów konstrukcji
(stan graniczny noœnoœci), to model musi byæ wykonany
z uwzglêdnieniem szczegó³ów strukturalnych. W analizach
statycznych tak z³o¿one modele nie stwarzaj¹ problemów
obliczeniowych, jednak w analizach dynamicznych s¹ one
czêsto nieprzydatne. Wynika to z czasoch³onnoœci procedur
time-step i dlatego, gdy interesuj¹ nas wzbudzone drgania
i ugiêcia (stan graniczny u¿ytkowania), tworzy siê czêsto od-
rêbne modele uproszczone. Parametry tych modeli (masa,
sztywnoœæ, t³umienie) okreœliæ mo¿na na dwa sposoby [35]:

a) poprzez porównanie z modelem szczegó³owym (roz-
wi¹zanie problemu w³asnego) – sprawdza siê w ten spo-
sób poprawnoœæ rozk³adu masy i sztywnoœci, a szacun-
kowe t³umienie mo¿na przyj¹æ na podstawie dostêpnych
diagramów, np. [36],

b) na podstawie badañ in-situ rzeczywistej konstrukcji,
stosuj¹c metody identyfikacji modalnej, np. [37].

Drugie podejœcie zarówno od strony jakoœciowej, jak i ilo-
œciowej jest z oczywistych wzglêdów lepsze. Pozwala bo-
wiem na walidacjê modeli numerycznych na podstawie rze-
czywistych charakterystyk modalnych (czêstotliwoœci
drgañ, postaci drgañ, liczb t³umienia). W niniejszej pracy
walidacjê modelu przês³a mostowego wykonano na podsta-
wie wyników badañ przeprowadzonych podczas próbnego
obci¹¿enia.

4. ANALIZOWANY UK£AD DYNAMICZNY
POJAZD-PRZÊS£O

Model przês³a wykonano na podstawie konstrukcji
odci¹¿aj¹cej typu mostowego KO30 (Rys. 1). Konstrukcje
tego typu wykorzystywane s¹ do budowy przejœæ przez
istniej¹ce nasypy kolejowe. Ich rol¹ jest odci¹¿enie nasypu

the interaction of these two elements were also accommo-
dated (rolling contact, hunting, lateral instability, geo-
metrical imperfections of the track, etc.) [23-26]. The
above-mentioned advanced theoretical models are com-
monly implemented in complex mechanical analyses of
railway tracks, rail vehicles and vehicle-bridge interac-
tions [27-30].

Due to complexity of mechanical systems composed of
cars, locomotives and track systems their mathematical
representation poses a considerable difficulty. On the one
hand, the more detailed is the model, the more accurately
it represents the reality. On the other hand, there are more
unknown parameters which need to be specified. It is
a major problem which in practice often makes the con-
servative simplified models a preferred choice, despite
huge capacity offered by contemporary computers and
finite-element procedures [31-34].

3. FEM MODELS OF BRIDGE SPANS IN
DYNAMIC ANALYSES

Currently structural analyses are performed mainly using
the finite-element computer programmes. They provide
a very accurate representation of a structure with beam,
shell and solid elements. The modelling method is chosen
depending on the objective of the analysis. If the objec-
tive is to determine the distribution of forces and strength
of the structural elements (ultimate limit states) the model
needs to incorporate the structural details. While in static
load analyses models with this level of complexity do not
pose a problem at the calculation stage, it often makes
them impractical for dynamic analyses. This is due to the
time-consuming of time-step procedures and, as such,
simplified bespoke models are often created to analyse
induced vibrations and deflections (serviceability limit
state). There are two ways to define the parameters of
such models (weight, stiffness, damping) [35]:

a) by comparison with a detailed model (solution of the
eigenvalue problem) – thus verifying the weight and
stiffness distribution and the estimated damping can be
adopted on the basis of the available diagrams, such as
[36],

b) on the basis of in-situ test data, using the modal identi-
fication methods, such as [37].

For obvious reasons, the latter approach is better, from
both qualitative and quantitative point of view. This is
because it enables verification of numerical model
assumptions on the basis of actual modal parameters
(natural frequencies, mode shapes and damping ratios)
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w rejonie prac rozbiórkowych poprzez przeniesienie reakcji
od obci¹¿enia ruchomego poza strefê prowadzonych prac.
Przês³o zosta³o wbudowane w torze PKP PLK (tor nr 2)
w celu utrzymania ci¹g³oœci ruchu kolejowego podczas bu-
dowy „Drogi Zielonej” w Gdañsku przez istniej¹cy nasyp
kolejowy magistrali E65.

Jest to konstrukcja skrzynkowa, blachownicowa o pochylo-
nych œrodnikach i wg³êbieniach korytkowych do bezpoœred-
niego mocowania szyn. Rozpiêtoœæ przês³a wynosi 30 m,
a ca³kowita szerokoœæ 3.72 m. Przês³o dostosowano do prze-
jazdów z prêdkoœciami 60 km/h, osadzaj¹c je na ¿elbeto-
wych, prefabrykowanych przyczó³kach za pomoc¹ klino-
wych ³o¿ysk stalowych. Szczegó³owy opis konstrukcji
przedstawiono w pracy [38]. Model obliczeniowy MES
przês³a wykonano przy u¿yciu programu SOFiSTiK (Rys. 2).
W opisie konstrukcji zastosowano elementy belkowe o 12
stopniach swobody. Elementy opisano wzd³u¿ osi wêz³ów
le¿¹cej na p³aszczyŸnie symetrii poprzecznej przês³a.

Geometriê i parametry materia³owe przyjêto na podstawie
danych konstrukcyjnych. Kluczowe z punktu widzenia analiz
dynamicznych jest poprawne zdefiniowanie parametrów dy-
namicznych. Rzeczywiste t³umienie mo¿na okreœliæ jedynie

In this paper the bridge span model validation is carried
out using the load test data.

4. THE ANALYSED VEHICLE-BRIDGE
DYNAMIC SYSTEM

The span model used in this study is based on the KO30
load-relieving span (Fig. 1). Structures of this type are
used to construct crossings through existing railway em-
bankments. Their purpose is to unload the embankment in
the area of dismantling works by transferring the reaction
from moving load beyond the work zone. The span was
incorporated in the track on the line operated by PKP
PLK (track No. 2) to avoid closing the section on the ex-
isting E65 railway line during construction of the “Green
Route” in Gdañsk.

The span is built of steel plate box section girders with
inclined webs and built-in troughs to accommodate di-
rectly fixed rails. The span’s length is 30 m and its overall
width is 3.72 m. It is supported on precast concrete abut-
ments through steel wedge bearings to accommodate up
to 60 kmph train speeds. A detailed description of the
structure can be found in [38]. The finite-element model
of the span was built in SOFiSTiK (Fig. 2). In this mode,
the structure is represented with 12-DOF beam elements.
The elements are defined along the axis connecting the
nodes on the transverse plane of symmetry of the span.

The span geometry and material parameters were adopted
on the basis of the available structural data. Accurately
defined dynamic parameters are of key importance for
correct dynamic analyses. The actual vibration damping
is the factor that can be determined only through experi-
ments. In turn, given the natural frequency of vibration it
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Fig. 1. KO30 bridge span: a) the cross-section scheme, b) the view
of the span in service - track No. 2 PKP PLK
Rys. 1. Przês³o odci¹¿aj¹ce KO30: a) schemat przekroju
poprzecznego, b) widok przês³a po wbudowaniu - tor nr 2 PKP PLK

Fig. 2. Visualization of the FEM beam model of the bridge span
KO30 (SOFiSTiK)
Rys. 2. Wizualizacja belkowego modelu MES przês³a KO30
(SOFiSTiK)
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na podstawie badañ. Z kolei czêstotliwoœci drgañ swobod-
nych daj¹ pogl¹d na poprawnoœæ przyjêtej masy i sztywnoœci
przês³a. Walidacjê modelu przeprowadzono na podstawie
wyników badañ in situ. Mierzono pionowe (czujniki A1v/L,
A1v/P, A2v/L, A2v/P) oraz poziome (czujniki A1h/L,
A1h/P, A2h/L, A2h/P) przyœpieszenia konstrukcji w 1

2 i 1
4

rozpiêtoœci przês³a (Rys. 3).

is possible to assess the adopted span weight and rigidity.
The model was validated with the in-situ data. The accel-
eration signals of the span were measured at mid-span and
quarter-span points (Fig. 3) – vertical (sensors No.
A1v/L, A1v/P, A2v/L, A2v/P) and horizontal (sensors
No. A1h/L, A1h/P, A2h/L, A2h/P).

The modal parameters were identified on the basis of the
free-decay response of the span using Eigensystem Real-
ization Algorithm [39] and Peak Picking (PP) method
[40]. Vibrations were excited by the passage of ST44 lo-
comotive. The time interval of free vibration starts at the
point when the train has just left the bridge and ends when
the vibration has completely faded out (Figs. 4 and 5).
The sampling frequency of 250 Hz was used. A similar
procedure was applied in [41].

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 17 (2018) 299 - 316 305

Fig. 3. Arrangement of sensors and directions
of acceleration measurements
Rys. 3. Rozmieszczenie czujników i oznaczeñ
kierunków pomiarowych przyœpieszeñ

Identyfikacjê parametrów modalnych przeprowadzono na
podstawie odpowiedzi swobodnych przês³a, wykorzystuj¹c
algorytm metody realizacji w³asnej ERA (ang. Eigensystem
Realization Algorithm) [39] oraz PP (ang. Peak Picking)
[40]. Wzbudzenia drgañ dokonywano poprzez przejazd lo-
komotywy ST44. Zakres drgañ swobodnych obejmowa³
czas liczony od chwili zjazdu obci¹¿enia z konstrukcji do
chwili wyt³umienia siê drgañ (Rys. 4 i 5). Jako czêstotliwoœæ
próbkowania przyjêto 250 Hz. Podobn¹ metodykê zastoso-
wano w pracy [41].

a) b)

Fig. 4. Free-decay response of the bridge after the passage of ST44 locomotive with the speed of 10 kmph: a) vertical acceleration at the
mid-span point (A1v/P), b) vertical acceleration at the quarter-span point (A2v/P)
Rys. 4. OdpowiedŸ swobodna przês³a po przejeŸdzie lokomotywy ST44 z prêdkoœci¹ 10 km/h: a) przyœpieszenia pionowe
w 1

2 rozpiêtoœci przês³a (A1v/P), b) przyœpieszenia pionowe w 1
4 rozpiêtoœci przês³a (A2v/P)
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Algorytm ERA zwraca parametry modalne (czêstotliwoœæ
f

i
, liczbê t³umienia �

i
, wektor postaci �

i
) odpowiadaj¹ce

kolejnym, identyfikowanym postaciom drgañ. Poniewa¿ po-
miary drgañ dokonywane by³y w dwóch przekrojach na
d³ugoœci przês³a (Rys. 3), postaci drgañ okreœlono przy
za³o¿eniu symetrii konstrukcji (dla belki swobodnie podpar-
tej wektory postaci drgañ odpowiadaj¹cych sobie punków
maj¹ podobne wartoœci oraz kierunki zgodne lub przeciw-
ne). Pomocne w ocenie by³o równie¿ rozwi¹zanie problemu
w³asnego uzyskane z MES.

Na Rys. 6 pokazano diagram stabilizacyjny metody ERA
w przypadku przejazdu lokomotywy z prêdkoœci¹ 10 km/h
(przy tej prêdkoœci zidentyfikowano najwiêksz¹ liczbê po-
staci drgañ). Na diagram naniesiono równie¿ odpowiednio
przeskalowany wykres widma w postaci uœrednionej, znor-
malizowanej funkcji gêstoœci widmowej mocy (ANPSD) –
linia niebieska. Analiza diagramu wskazuje na obecnoœæ
w sygna³ach czterech stabilnych czêstotliwoœci (3,98 Hz,
13,31 Hz, 26,47 Hz, 40,49 Hz). Czerwone krzy¿yki ozna-
czaj¹, i¿ dla postaci, której odpowiada dana czêstotliwoœæ
spe³nione jest kryterium MAC na przyjêtym poziomie zgod-
noœci co najmniej 98%. MAC (ang. Modal Amplitude Cohe-
rence) sprawdza zgodnoœæ przebiegu w czasie i-tej sk³ado-
wej odpowiedzi modalnej uk³adu rzeczywistego (pomiary) -
wektoryq

i
oraz zidentyfikowanego modelu (ERA) – wekto-

ry p
i
. Wspó³czynnik MAC dany jest jako unormowany ilo-

czyn skalarny [42]:

gdzie „* ” oznacza sprzê¿enie hermitowskie. Wartoœci MAC
bliskie jednoœci oznaczaj¹, ¿e porównywane przebiegi s¹

The ERA algorithm returns the modal parameters (fre-
quency f

i
, damping ratio �

i
, modal vector �

i
) corre-

sponding to the subsequent identified vibration modes.
Since the vibrations were measured at two cross-sections
along the span (Fig. 3) the vibration modes were deter-
mined assuming symmetry of the structure (for a simple
beam the mode shape vectors of the corresponding points
have similar values and the same or opposite phases). The
eigenproblem solution obtained from the finite-element
analysis can also be useful in this evaluation.

Fig. 6 presents the ERA frequency stabilisation diagram
for the locomotive passing with a 10 kmph speed (which
is the speed with the greatest number of identified vibra-
tion modes). The diagram shows also an appropriately
scaled diagram of the averaged normalized power spec-
tral density (ANPSD) represented by the blue line. Ana-
lysing the diagram we note the presence of four stable
frequencies in the recorded signals, namely 3.98 Hz,
13.31 Hz, 26.47 Hz, 40.49 Hz. The red crosses indicate
that for the mode shape corresponding to a given fre-
quency the MAC value of at least 98% is obtained. MAC
(Modal Amplitude Coherence) is the parameter to verify
the coherence between response history associated with
the i th mode of the real system (measurement) – vectors
q

i
and the identified model (ERA) – vectors p

i
. The MAC

value is given as a normalised scalar product [42]:

where “* ” means the Hermitian transpose. MAC values
close to unity indicate consistency of the compared
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Fig. 5. Free-decay response of the bridge after the passage of ST44 locomotive with the speed of 30 kmph: a) vertical acceleration
at the mid-span point (A1v/P), b) vertical acceleration at the quarter-span point (A2v/P)
Rys. 5. OdpowiedŸ swobodna przês³a po przejeŸdzie lokomotywy ST44 z prêdkoœci¹ 30 km/h: a) przyœpieszenia pionowe
w 1

2 rozpiêtoœci przês³a (A1v/P), b) przyœpieszenia pionowe w 1
4 rozpiêtoœci przês³a (A2v/P)

a) b)
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zgodne, a wiêc odpowiadaj¹ce im parametry modalne z du-
¿ym przybli¿eniem charakteryzuj¹ identyfikowany uk³ad
dynamiczny. Pozosta³e rozwi¹zania (czarne punkty) mo¿na
traktowaæ jako obliczeniowe (niefizyczne).

Na podstawie wyników identyfikacji modalnej dokonano
walidacji parametrów dynamicznych modelu numeryczne-
go. Czêstotliwoœci drgañ w³asnych zale¿¹ od wartoœci i roz-
k³adu masy oraz sztywnoœci konstrukcji. W komercyjnych
systemach MES macierze sztywnoœci oraz macierze mas ge-
nerowane s¹ na podstawie zdefiniowanych przekrojów, da-
nych materia³owych oraz zastosowanej dyskretyzacji. Teore-
tyczne czêstotliwoœci mo¿na dopasowaæ do pomierzonych
aktualizuj¹c masê konstrukcji poprzez np. zmianê ciê¿aru
objêtoœciowego materia³u. Jest to prosta i powszechnie stoso-
wana technika. Przedmiotowe przês³o wykonane jest ze stali
St3M. Sztywnoœæ przekroju podporowego wynosi EI(0) =
66,5635 · 10 5 kNm 2 , natomiast sztywnoœæ przekroju w œrod-
ku rozpiêtoœci ma wartoœæ EI(L/2) = 16,69615 · 10 6 kNm 2 .
Ca³kowita masa przês³a wynosi 69,8 t. W modelu belkowym
przês³a nie uwzglêdniono mas elementów, których wp³yw na
sztywnoœæ zginania jest znikomy (np. ¿eber pionowych,
wsporników poprzecznic, ³¹czników, itp.), a tak¿e masy wy-
posa¿enia (szyn kolejowych 60E1 wraz z przytwierdzenia-
mi). W efekcie, porównuj¹c teoretyczne wyniki zagadnienia
w³asnego z rezultatami identyfikacji modalnej, zwiêkszono
ciê¿ar objêtoœciowy stali w modelu numerycznym o 16%.

W programie SOFiSTiK zastosowano model t³umienia Ray-
leigha (model masowo-sztywnoœciowy). W modelu tym
macierz t³umienia C stanowi kombinacjê liniow¹ macierzy
mas M i sztywnoœci K:

vectors and, as such, the corresponding modal parameters
describe the identified dynamic system with great ap-
proximation. The remaining solutions (black dots) can be
treated as computational (non-physical) ones.

The Relayigh (mass- and stiffness-proportional) damping
model is implemented in SOFiSTiK. In this model the
damping matrix C is obtained as a linear combination of
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Fig. 6. The frequency
stabilization diagram (ERA)
with a marked function spectrum
(ANPSD) of the bridge span
for the locomotive speed of
10 kmph
Rys. 6. Diagram stabilizacyjny
czêstotliwoœci (ERA) wraz
z naniesionym wykresem widma
(ANPSD) przês³a podczas
przejazdu lokomotywy
z prêdkoœci¹ 10 km/h

The results of modal identification were used to validate
the dynamic parameters of the numerical model. The nat-
ural frequencies depend on the mass value and distribu-
tion and structural rigidity of the system. In the
commercially available FEM software the rigidity and
mass matrices are generated on the basis of the defined
cross-sections, material parameters and the applied
discretisation scheme. The theoretical frequencies can be
correlated with the measured ones by analysing the weight
of the structure, for example by changing the weight den-
sity of the material. This is a simple and commonly used
technique. The span under analysis is made of St3M steel.
The stiffness values at the support and mid-span sections
are EI(0) = 66.5635 · 10 5 kNm 2 and EI(L/2) = 16.69615 ·
10 6 kNm 2 respectively. The span has the total mass of
69.8 t. The beam element model leaves out the masses of
structural elements with ignorable influence on the bend-
ing stiffness (such as vertical ribs, cross-girder brackets,
fasteners, etc.) and also the mass of secondary compo-
nents (60E1 rails with fastening devices). As a result, on
comparison of the theoretical results of eigenvalue prob-
lem with the modal identification results the weight den-
sity of steel used in the numerical model was increased by
16%.
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Wspó³czynniki proporcjonalnoœci a i b wyznaczono na pod-
stawie dwóch pierwszych, zidentyfikowanych (ERA) czê-
stotliwoœci drgañ giêtnych przês³a (Rys. 6):

gdzie f
1
, f

2
to czêstotliwoœci drgañ odpowiednio pierwszej

oraz drugiej postaci w³asnej, natomiast �
1
, �

2
to odpowia-

daj¹ce im liczby t³umienia.

Poprawnoœæ definicji t³umienia w modelu numerycznym
zweryfikowano poprzez porównanie logarytmicznych de-
krementów t³umienia odpowiedzi pomierzonej (LDT pomiar )
i teoretycznej (LDT model ) dla pierwszej postaci drgañ
w³asnych. Do wyznaczenia wartoœci LDT pomiar wykorzysta-
no 12 kolejnych ekstremów z

i
odfiltrowanego sygna³u od-

powiedzi swobodnej przês³a:

co daje wartoœæ liczby t³umienia �
1
pomiar = LDT pomiar /2� =

0,0061. W porównaniu z liczb¹ t³umienia uzyskan¹ metod¹
ERA, �

1
ERA = 0,0059 (Rys. 6), rozbie¿noœæ wynosi 3%. Ana-

logicznie wyznaczono wartoœæ logarytmicznego dekremen-
tu t³umienia dla modelu MES przês³a. Teoretyczne przebie-
gi odpowiedzi swobodnej przês³a uzyskano na skutek
przejazdu strumienia si³ skupionych. W efekcie wyznaczo-
no LDT model = 0,0392, co daje wartoœæ �

1
MES = 0,0062. Pod-

sumowaniem walidacji parametrów dynamicznych jest
Tabl. 1. Poziomy zgodnoœci pomiêdzy wartoœciami pomie-
rzonymi oraz teoretycznymi wynosz¹: 99,5% (pierwsza
czêstotliwoœæ drgañ w³asnych), 89% (druga czêstotliwoœæ
drgañ w³asnych), 98% (dekrement t³umienia).

Modele obci¹¿enia (Rys. 7) przyjêto na podstawie jednostki
trakcyjnej serii EN57. Podstawowy zestaw sk³ada siê z
dwóch wagonów rozrz¹dczych (R) oraz jednego silnikowego

the mass matrix M and the stiffness matrix K according to
the following formula:

The coefficients of proportionality a and b were deter-
mined on the basis of the first two identified (ERA) bend-
ing natural frequencies of the span (Fig. 6):

where f
1
, f

2
are the natural frequencies of the first and

second modes and �
1
, �

2
are the corresponding damping

ratios.

The correctness of damping definition in the numerical
model was verified by comparing the logarithmic decre-
ments of measured (LDT pomiar ) and theoretical responses
(LDT model ) for the first mode. The value of LDT pomiar was
calculated using 12 subsequent peaks z

i
of the filtered

free-decay response of the span:

giving the damping ratio value of �
1
pomiar = LDT pomiar /2� =

0.0061. This yields 3% discrepancy with the damping ra-
tio obtained with the ERA method, i.e. �

1
ERA = 0.0059

(Fig. 6). The value of logarithmic decrement for the fi-
nite-element model of the span was determined likewise.
The theoretical free-decay response of the span was ob-
tained as a result of passage of a series of concentrated
forces. The value of LDT model = 0.0392 was obtained to fi-
nally calculate the value of �

1
MES = 0.0062. The results of

the dynamic parameters validation are summarised in Ta-
ble 1. The following degrees of consistency between the
measured and calculated values were obtained: 99.5%
(the first natural frequency), 89% (the second natural fre-
quency), 98% (the ogarithmic decrement).

The moving load models (Fig. 7) were adopted to on the
basis of EN57 electrical multiple unit. The basic multiple
unit comprises two driving cars (R) and one motor car (S)
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Table 1. Dynamic parameters of the KO30 bridge span (track 2 PKP PLK)
Tablica 1. Parametry dynamiczne przês³a KO30 (tor nr 2 PKP PLK)

Modal parameters (ERA)
Parametry modalne (ERA)

Model parameters (MES)
Parametry modelu (MES)

LDT

f
1

[Hz] �
1

[-] f
2

[Hz] �
2

[-] f
1

[Hz] f
2

[Hz] a b �
1

[-] LDT pomiar LDT mod el

3.98 0.0059 13.29 0.0031 4.00 14.97 0.27317 3.51 · 10 �5 0.0062 0.0383 0.0392



(S), przy czym najczêœciej spotykane sk³ady wystêpuj¹
w konfiguracjach RSR, RSSR oraz RSRRSR. W pracy [43]
przedstawiono rozwi¹zanie drgañ przês³a poddanego
dzia³aniu pojedynczej, ruchomej si³y skupionej oraz oscyla-
tora lepko-sprê¿ystego. Oba obci¹¿enia zdefiniowano na
podstawie po³owy wagonu R. W niniejszej pracy pojazd od-
wzorowano za pomoc¹ strumienia si³ skupionych oraz stru-
mienia oscylatorów jednomasowych. Skupienia masy wa-
gonów dokonano w osi wózków przyjmuj¹c wypadkowy
nacisk obu zestawów ko³owych. W modelu oscylatorów jed-
nomasowych ca³kowit¹ masê wagonu przyjêto jako resoro-
wan¹. Charakterystyki dynamiczne obci¹¿enia zestawiono
w Tabl. 2 [44]. Przyjête na Rys. 7 oraz w Tabl. 2 oznaczenia
to: P

R
, M

R
– odpowiednio ciê¿ar i masa po³owy wagonu

rozrz¹dczego, P
S
, M

S
– ciê¿ar i masa po³owy wagonu silni-

kowego, k
R

, c
R

– wypadkowa sztywnoœæ i wspó³czynnik
t³umienia na kierunku pionowym w osi wózka wagonu
rozrz¹dczego, k

S
, c

S
– wypadkowa sztywnoœæ i wspó³czyn-

nik t³umienia na kierunku pionowym w osi wózka wagonu
silnikowego. W masie wagonów uwzglêdniono dodatkowo
masê pasa¿erów. Liczbê pasa¿erów przyjêto równ¹ liczbie
miejsc siedz¹cych w ka¿dym z wagonów. Œredni¹ masê pa-
sa¿era przyjêto jako równ¹ 80 kg. W efekcie masa wagonu R
zwiêkszy³a siê o 4,96 t, a wagonu S o 7,68 t.

most often set up in RSR, RSSR and RSRRSR configura-
tions. The solution of the vibration problem of a span sub-
jected to a singular, moving concentrated force and
visco-elastic oscillator is presented in [43]. Both loads are
defined using half of the R car. In this study the vehicle is
represented by a series of concentrated forces and a series
of single-mass oscillators. The half of total mass of each
car was concentrated in the relevant bogie axis, taking the
resultant reaction of the two wheel-sets. The single-mass
oscillator model assumes that the total mass of the car is
sprung. The dynamic parameters of the load are compiled
in Table 2 [44]. The meaning of symbols appearing in
Fig. 7 and in Table 2 is as follows: P

R
, M

R
– halves of the

driving car weight and mass respectively, P
S
, M

S
–

halves of the motor car weight and mass respectively, k
R

,
c

R
– resultant stiffness and damping ratio in the vertical

direction on the axis of the driving car bogie, k
S
, c

S
– re-

sultant stiffness and damping ratio in the vertical direc-
tion on the axis of the motor car bogie. The mass of the
cars includes the mass of passengers. The number of pas-
sengers was taken as equalling the number of seats in
each car. The average mass of passenger was taken at
80 kg. As a result the mass of cars R and S increased by
4.96 tons and 7.68 tons, respectively.
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Table 2. Dynamic parameters of the considered EN57 - based railway load model [44]
Tablica 2. Parametry dynamiczne modelu obci¹¿enia kolejowego na podstawie jednostki EN57 [44]

Mass / Masa [t] Stiffness / Sztywnoœæ [kN/m] Damping / T³umienie [kNs/m]

M R M S kR kS cR cS

34.0+4.96 57.0+7.68 1381.5 2316.0 10.77 18.06

Fig. 7. The considered railway load models: a) the series
of moving loads, b) the series of moving visco-elastic
oscillators (total rail car mass assumed to be sprung)
Rys. 7. Rozwa¿ane modele obci¹¿enia kolejowego:
a) strumieñ si³ skupionych, b) strumieñ oscylatorów
lepko-sprê¿ystych (ca³a masa wagonu przyjêta jako
resorowana)

a)

b)

(R) (S) (R)

14900 158706700 6700 14900

PS

PR

MS MR
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kS kR
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5. SYMULACJE PRZEJAZDU
OBCI¥¯ENIA PO PRZÊŒLE MOSTOWYM

W symulacjach przyjêto tabor EN57 w konfiguracji
RSRRSR (Rys. 8). Analizowano drgania pionowe œrodka
przês³a oraz masy pojazdu wokó³ po³o¿enia równowagi
statycznej. Obliczenia numeryczne wykonano w systemie
SOFiSTiK, wykorzystuj¹c zaimplementowan¹ procedurê
Newmarka. W przypadku modelu si³ skupionych obliczenia
realizowane s¹ dla kolejnych ustawieñ obci¹¿enia zgodnie
z przyjêtym krokiem ca³kowania przy wykorzystaniu infor-
macji z kroku aktualnego i poprzedniego. W przypadku mo-
delu oscylatorów jednomasowych dodatkow¹ interakcjê po-
miêdzy przês³em a pojazdem zapewniaj¹ kontaktowe wiêzy
lepko-sprê¿yste pomiêdzy masami pojazdu a wêz³ami kon-
taktowymi toru jezdnego.

Porównania rozwi¹zañ do obu modeli obci¹¿enia dokonano
przy prêdkoœciach przejazdu 30 km/h, 60 km/h (maksymal-
na dopuszczona prêdkoœæ na przêœle) oraz 110 km/h (maksy-
malna mo¿liwa prêdkoœæ taboru). Ca³kowanie numeryczne
przeprowadzono z krokiem �t = 0,004 s, przyjmuj¹c para-
metry algorytmu Newmarka � = 0,50 oraz � = 0,25 (metoda
bezwarunkowo stabilna). Doboru kroku ca³kowania doko-
nano na podstawie analizy zbie¿noœci rozwi¹zania. Analizo-
wano wartoœci skuteczne (RMS) przyœpieszeñ przês³a w za-
kresie drgañ wymuszonych. Nastêpny co do wielkoœci krok
0,002 s uwidoczni³ w porównaniu z krokiem 0,004 s procen-
tow¹ ró¿nicê w wartoœci RMS na poziomie 1,2%. Krok kry-
tyczny dla czêstotliwoœci drgañ przês³a 13,29 Hz (druga czê-
stotliwoœæ w³asna maj¹ca znacz¹cy udzia³ w widmie)
wynosi 0,0075 s.

Na Rys. od 9 do 11 porównano przebiegi przemieszczeñ
oraz przyœpieszeñ pionowych œrodka rozpiêtoœci przês³a.
Zgodnie z wytycznymi PN-EN 1990:2004 sygna³y odfiltro-
wano w paœmie 0 30 Hz. We wszystkich analizowanych
przypadkach model si³ skupionych generuje wy¿szy poziom
odpowiedzi przês³a. Widoczne jest to zarówno w zakresie
drgañ wymuszonych, jak i drgañ swobodnych. Dodatkowe
si³y inercyjne zwi¹zane z masami oscylatorów powoduj¹ re-
dukcjê drgañ przês³a oraz mniejsze wymuszenie pocz¹tkowe

5. SIMULATIONS OF A LOAD PASSING
ALONG BRIDGE SPAN

The RSRRSR configuration of EN75 electric multiple unit
was used in the simulations (Fig. 8). The mid-span vertical
vibration of the bridge as well as the vehicle mass vibration
were analysed. Static equilibrium position was the reference.
Numerical calculations were carried out in SOFiSTiK using
the implemented Newmark’s scheme procedure. For the
concentrated forces model, the calculations are carried out
for subsequent load settings according to the adopted inte-
gration step, using the information from the current and
previous steps. In the case of single-mass oscillator,
visco-elastic constraints between the vehicle masses and
contact nodes of the track are introduced to represent additio-
nal vehicle-structure interaction.

The solutions for two loading models were compared for
train speeds of 30 kmph and 60 kmph (maximum permit-
ted speed on the span) and 110 kmph (maximum operat-
ing speed of the train). A numerical integration was
conducted with �t = 0.004 s time-step adopting the
Newmark’s algorithm parameters of � = 0.50 and� = 0.25
(the unconditionally stable method). The integration step
was adopted on the basis of convergence analysis. The
RMS values were considered for the span accelerations in
the forced vibration range. The next in size step of 0.002 s
revealed a 1.2% difference in RMS value compared
to 0.004 s. The critical time-step for the frequency of
13.29 Hz (the second natural frequency of the span with
a significant share in the spectrum) is 0.0075 s.

Figs. from 9 to 11 compare the mid-span vertical dis-
placements and accelerations over time. According to the
guidelines of PN-EN 1990:2004 the signals were
band-pass filtered from 0 Hz up to 30 Hz. In all the ana-
lysed cases the span response is greater in the concen-
trated forces model. This is observed both in the case of
forced and free vibrations. Additional forces of inertia as-
sociated with the oscillator masses cause reduction of the
span vibration and reduce initial excitation for the free
vibration range (at the moment the load is leaving the
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Fig. 8. Visualization of the railway load (single-mass oscillators) of
EN57 train in RSRRSR configuration
Rys. 8. Wizualizacja modelu obci¹¿enia (oscylatory jednomasowe)
w przypadku taboru EN57 w konfiguracji RSRRSR



dla przedzia³u drgañ swobodnych (w chwili zjazdu obci¹-
¿enia z konstrukcji). Analiza wykresów przy prêdkoœci
110 km/h uwidacznia znacznie wiêkszy (w porównaniu
z pozosta³ymi) poziom drgañ. Dla tej prêdkoœci, czas poja-
wiania siê osi wózków poszczególnych wagonów na „mie-
rzonym” przekroju jest bliski dwóm okresom drgañ swo-
bodnych przês³a. W przypadku wagonu rozrz¹dczego czas
ten wynosi 0,49 s (rozstaw osi 14,90 m), a dla wagonu silni-
kowego jest równy 0,52 s (rozstaw osi 15,87 m). Okres
drgañ pierwszej postaci wynosi T

1
= 1/ f

1
= 0,25 s. Prêdkoœæ

taboru EN57 wynosz¹ca 110 km/h jest zatem dla rozwa-
¿anej konstrukcji prêdkoœci¹ rezonansow¹. Nale¿y jedno-
czeœnie zaznaczyæ, ¿e z uwagi na ograniczenia prêdkoœci na
przêœle, prêdkoœæ 110 km/h jest praktycznie nieosi¹galna
i dlatego analizy przeprowadzone w tym przypadku maj¹ je-
dynie charakter studyjny.

structure). The analysis of the diagrams for the velocity of
110 kmph reveals a much higher level of vibration com-
pared to other speed values. At this speed the time of ar-
rival of the subsequent bogie axes on the measured
cross-section is close to two time periods of free vibration
of the span. This time is 0.49 s for the driving car (14.90 m
wheelbase) and 0.52 s for the motor car (15.87 m wheel-
base). The first mode time period is T

1
= 1/ f

1
= 0.25 s.

Thus the EN57 train operating speed of 110 kmph is the
resonant speed for the structure under analysis. However,
it needs to be pointed out, that due to the speed limit im-
posed on the span this speed is practically unattainable
and therefore the analyses performed for this case are the-
oretical by nature.

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 17 (2018) 299 - 316 311

Fig. 9. Vertical displacements (a) and the envelope of vertical accelerations (b) of the KO30 bridge span for the train speed of 30 kmph
Rys. 9. Przemieszczenia pionowe (a) oraz obwiednia przyœpieszeñ pionowych (b) przês³a KO30 dla prêdkoœci poci¹gu 30 km/h

Fig. 10. Vertical displacements (a) and the envelope of vertical accelerations (b) of the KO30 bridge span for the train speed of 60 kmph
Rys. 10. Przemieszczenia pionowe (a) oraz obwiednia przyœpieszeñ pionowych (b) przês³a KO30 dla prêdkoœci poci¹gu 60 km/h

a) b)

a) b)
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Na Rys. 12 przedstawiono zmiennoœæ przemieszczenia
(skrócenie, wyd³u¿enie) oraz si³y w sprê¿ynie oscylatora od-
wzorowuj¹cego wagon R w zale¿noœci od prêdkoœci ruchu.
Wykresy przedstawiaj¹ przyrosty analizowanych wielkoœci
wzglêdem po³o¿enia równowagi statycznej masy. Przyj-
muj¹c za miarê sprzê¿enia dynamicznego miêdzy przês³em
a pojazdem wartoœæ si³y w resorowaniu, widoczny jest jej
wzrost wraz ze wzrostem prêdkoœci ruchu. Drgania masy
oscylatora (nadwozia) równie¿ pokazuj¹ podobn¹ tendencjê
(Rys. 13).

Norma PN-EN 1990:2004 podaje kryteria noœnoœci i u¿ywal-
noœci, jakie powinny byæ spe³nione w przypadku kolejowych
obiektów mostowych du¿ych prêdkoœci. Analizê kryteriów
przedstawiono np. w [29] dla mostu zespolonego na linii
CMK. Rozwa¿ane przês³o mostowe jest konstrukcj¹ tymcza-
sow¹ o znacznym ograniczeniu prêdkoœci ruchu. Pomimo to
otrzymane rezultaty odniesiono do kryteriów u¿ywalnoœci
w zakresie prêdkoœci dopuszczalnych. Sprawdzeniu podlegaj¹

Fig. 12 presents the variation of displacement (shorten-
ing, extension) and of the force in the spring of the oscilla-
tor representing the R car in relation to the running speed.
The diagrams show the increases of the analysed quanti-
ties in relation to the position of static equilibrium of the
mass. Taking the spring force value as a measure of the
bridge-vehicle dynamic coupling we see it is increasing
along with the increasing of running speed. The vibra-
tions of the oscillator mass (car body) exhibit a similar
tendency (Fig. 13).

The ulimate limit state and serviceability limit state crite-
ria for high-speed railway bridges are given in PN-EN
1990:2004. These criteria are reviewed, for example in
[29] for the steel-concrete composite bridge located on the
CMK (Central Railway Trunk Line) in Poland. The ana-
lysed bridge span is a temporary structure with a low speed
limit. Nevertheless, the results were related to the service-
ability criteria in the permitted speed range. Proofing
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Fig. 11. Vertical displacements (a) and the envelope of vertical accelerations (b) of the KO30 bridge span for the train speed of 110 kmph
Rys. 11. Przemieszczenia pionowe (a) oraz obwiednia przyœpieszeñ pionowych (b) przês³a KO30 dla prêdkoœci poci¹gu 110 km/h

a) b)

Fig. 12. Vertical spring displacements (a) and spring forces (b) of the oscillator R depending on the train speed
Rys. 12. Przemieszczenia pionowe (a) oraz si³y (b) w sprê¿ynie oscylatora R w zale¿noœci od prêdkoœci ruchu poci¹gu

a) b)
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przemieszczenia oraz przyœpieszenia pionowe przês³a (bez-
pieczeñstwo ruchu), a tak¿e przyœpieszenia pud³a pojazdu
(komfort pasa¿erów). Maksymalne przemieszczenie piono-
we przês³a u max powinno spe³niaæ warunek:

gdzie u
dop

= L/600 (dla rozwa¿anego przês³a u
dop

= 50 mm).
Maksymalne przemieszczenie pionowe dla prêdkoœci
60 km/h wynios³o u max = 20,8 mm (model si³ skupionych)
oraz u max = 20,4 mm (model oscylatorów jednomasowych).
Z kolei maksymalne przyœpieszenie pionowe przês³a powin-
no spe³niaæ warunek:

gdzie a
dop

= 5 m/s 2 (jazda bezpoœrednia) w zakresie czêsto-
tliwoœci do maksymalnie 30 Hz, 1,5-krotnej czêstotliwoœci
podstawowej, trzeciej czêstotliwoœci drgañ zginania przês³a.
Przyjêto granicê 30 Hz jako najbardziej niekorzystn¹. Mak-
symalne przyœpieszenie przês³a wynios³o a max = 1,54 m/s 2

(model si³ skupionych) oraz a max = 1,2 m/s 2 (model oscyla-
torów jednomasowych).

Komfort pasa¿erów zale¿y od przyœpieszeñ pud³a pojazdu
a p , max podczas przejazdu przez przês³o mostowe oraz strefy
dojazdowe. Warunek dany jest jako:

gdzie w zale¿noœci od wartoœci przyœpieszeñ dopuszczal-
nych a

p dop,
rozró¿nia siê trzy poziomy komfortu: bardzo do-

bry (a
p dop,

= 1,0 m/s 2 ), dobry (a
p dop,

= 1,3 m/s 2 ), dostatecz-
ny (a

p dop,
= 2,0 m/s 2 ). Przyœpieszenia pud³a odniesiono do

przyœpieszeñ masy resorowanej oscylatora. Wartoœæ maksy-
malna a p , max wynios³a 0,82 m/s 2 i wyst¹pi³a w chwili zjazdu
oscylatora z przês³a (efekt progowy).

covered vertical accelerations and displacements of the
span (traffic safety), and accelerations of the car-body
(comfort of travel). The maximum vertical displacement
of the span u max should meet the following criterion:

where u
dop

= L/600 (for the case under analysis: u
dop

=
50 mm). The maximum vertical displacement for the
speed of 60 kmph is u max = 20.8 mm (the concentrated
forces model) and u max = 20.4 mm (the single-mass oscil-
lators model). In turn, the maximum vertical acceleration
of the span should meet the following condition:

where a
dop

= 5 m/s 2 (directly fastened rails) in the frequency
range to: max. 30 Hz, 1.5-times the fundamental frequency,
the third harmonic of bending of the bridge span. The limit of
30 Hz was chosen as the most unfavourable case. Given this
limit, the maximum span accelerations of a max = 1.54 m/s 2

(concentrated forces model) and a max = 1.2 m/s 2 (sin-
gle-mass oscillators model) were obtained.

The travel comfort of passengers depends on the vehicle
body accelerations a p , max during passage over the bridge
span and over the approach zones. This criterion is given as:

where three comfort levels defined by the permitted ac-
celeration value a

p dop,
are distinguished: very good

(a
p dop,

= 1.0 m/s 2 ), good (a
p dop,

= 1.3 m/s 2 ), acceptable
(a

p dop,
= 2.0 m/s 2 ). The train body accelerations were re-

lated to the acceleration of the sprung mass of the oscilla-
tor. The maximum value of a p , max is equal to 0.82 m/s 2

and it occures at the very moment of the oscillator leaving
the span (threshold effect).
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Fig. 13. Vertical displacements (a) and accelerations (b) of the mass of the oscillator R depending on the train speed
Rys. 13. Przemieszczenia pionowe (a) oraz przyœpieszenia pionowe (b) masy oscylatora R w zale¿noœci od prêdkoœci ruchu taboru
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6. WNIOSKI

Poprawne zdefiniowanie zintegrowanego modelu konstruk-
cji i taboru warunkuje powodzenie analiz dynamicznych
mostów kolejowych pod obci¹¿eniem ruchomym. Kluczo-
wym elementem tych analiz jest znajomoœæ rzeczywistych
parametrów dynamicznych zarówno przês³a jak i pojazdu.
Na podstawie przeprowadzonych symulacji numerycznych
przejazdu obci¹¿enia po konstrukcji mostu mo¿na wyci¹g-
n¹æ nastêpuj¹ce wnioski:

1. Sposób odwzorowania pojazdu w uk³adzie pojazd-
przês³o wp³ywa istotnie na wyniki analizy. Stwierdzono
podobieñstwo w jakoœciowej odpowiedzi konstrukcji
i znaczne ró¿nice w odpowiedzi iloœciowej (poziomie
amplitud drgañ) przy zastosowaniu dwóch uproszczo-
nych modeli pojazdu: strumienia si³ skupionych oraz
strumienia oscylatorów jednomasowych.

2. Model si³ skupionych generuje wiêksze wartoœci ampli-
tud drgañ przês³a. Masy resorowane wp³ywaj¹ stabili-
zuj¹co na drgania przês³a, co widoczne jest szczególnie
w przypadku prêdkoœci rezonansowych.

3. Wraz ze wzrostem prêdkoœci taboru wzrastaj¹ si³y inter-
akcji z przês³em mostowym, co powoduje wzrost po-
ziomu odpowiedzi zarówno mostu jak i pojazdu.
Wzrost ten osi¹ga lokalne ekstrema w otoczeniu prêd-
koœci rezonansowych.

4. W œwietle przepisów normy PN-EN 1990:2004, w za-
kresie dopuszczalnej prêdkoœci 60 km/h, spe³nione s¹
kryteria u¿ywalnoœci w zakresie ugiêæ i przyœpieszeñ
pionowych przês³a. Przejazd przez przês³o cechuje siê
równie¿ „bardzo dobrym” poziomem komfortu.

5. Moment zjazdu taboru z przês³a dzia³a wymuszaj¹co na
jego drgania. Poziom wymuszenia zale¿ny od prêdko-
œci ruchu oraz sztywnoœci przês³a i stref przejœciowych
wyznacza efekt progowy.
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6. CONCUSIONS

A correctly defined integrated structure-vehicle model is
the essential prerequisite for the success in the analysis of
railway bridges under moving loads. The knowledge of
the actual dynamic parameters of both the span and the
vehicle is the crucial part of the analyses. The following
conclusions can be drawn from the performed numerical
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