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ANDRZEJ KOBRYN"

USE OF POLYNOMIAL TRANSITION CURVES IN THE DESIGN

OF HORIZONTAL ARCS

WIELOMIANOWE KRZYWE PRZEJSCIOWE W PROJEKTOWANIU

LUKOW POZIOMYCH

STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono mozliwosci geo-
metrycznego ksztattowania poziomych tukéw tras drogowych za
pomoca tzw. wielomianowych krzywych przejsciowych. Tego typu
rozwigzania krzywych przejsciowych, obejmujgce odpowiednie
rodziny tych krzywych, moga stanowi¢ uzyteczne narzedzie
projektowe w praktyce inzynierskiej. Ich geometrie determinuje
parametr C opisujacy zalezno$¢ miedzy nachyleniem stycznej
w punkcie poczatkowym, projektowanym promieniem krzywizny
w punkcie koncowym oraz odcietg punktu koncowego. Szeroki
zakres dopuszczalnych wartosci tego parametru sprawia, ze
w rezultacie mozliwy jest dobodr takiej geometrii krzywej, ktéra
pozwala uzyska¢ optymalne dopasowanie do ewentualnych
ograniczen terenowych. W zwigzku z powyzszym, w artykule
przedstawiono zwieztg charakterystyke geometryczng tych
krzywych. Ponadto, przedstawiono odpowiednie wzory oblicze-
niowe, niezbedne do wyznaczenia w terenie tuku utworzonego
przez te krzywe.

SEOWA KLUCZOWE: drogi i autostrady, tuki poziome, projek-
towanie geometryczne, trasowanie, wielomianowe krzywe
przejsciowe.

ABSTRACT. The paper presents the use of polynomial
transition curves in the design of curved horizontal alignment of
roads. The method based on using appropriate families of
polynomial transition curves can provide a useful tool for road
engineers. The geometry of these curves is defined by
parameter C representing the relationship between the slope of
tangent line drawn at the point of curvature, the assumed radius
at the point of tangency and x-coordinate. With a wide range of C
values it is possible to obtain curves with geometry well adjusted
to local constraints. This paper provides a brief description of the
geometry of such curves. Moreover, it gives formulas for setting
out these curves in field.
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1. WPROWADZENIE

W projektowaniu geometrii krzywoliniowych odcinkow tras
drogowych najwigksze zastosowanie znajduje dotychczas
klotoida” . Powszechno$¢ jej uzycia wynika przede wszy-
stkim z liniowego przyrostu krzywizny wraz z dhugoscia
huku. Uzycie klotoidy w projektowaniu drog z uwzglednie-
niem roznych, mozliwych uktadéw geometrycznych jest
szeroko opisywane w literaturze. Przyktadem moga by¢ pra-
ce w jezyku polskim [1-2], badz tez opracowania anglojezy-
czne [3-5].

Oprocz klotoidy, z literatury znane sa liczne rozwigzania in-
nych krzywych przejsciowych, ktore wyr6zniaja si¢ korzy-
stniejszymi wlasciwosciami w swietle warunkow dynamiki
ruchu lub daja duze mozliwosci dopasowania przebiegu tra-
sy do potencjalnych ograniczen terenowych. Opis najbar-
dziej znanych krzywych z tej grupy zawieraja prace [6-8].
Poszukiwania i badania innych krzywych byty przedmiotem
rozwazan rowniez w literaturze zagranicznej. Mozna tu wy-
mieni¢ mi¢dzy innymi prace [9-12]. Przedstawiono lub ana-
lizowano w nich rozwiazania krzywych przejsciowych opi-
sanych funkcja krzywizny. Warto nadmieni¢, ze prace [11]
i [12] w pewnym stopniu zawieraja analizy prowadzace do
wyznaczenia rozwiazan krzywych przejsciowych, ktore
wczesniej zostaly zaprezentowane w literaturze polskiej,
m.in. w pracach [6] 1 [13]. Inne propozycje krzywych przej-
sciowych przedstawiono w artykutach [14-16]. W odréznie-
niu od krzywych analizowanych w pracach wymienionych
weczesniej, ktore sa opisane funkcja krzywizny, w artykutach
tych zaprezentowano krzywe opisane funkcja jawna. W uzu-
pehieniu tej listy, mozna wspomnie¢ o krzywych, ktore zo-
staly wyznaczone z mysla o projektowaniu tukow piono-
wych (np. [17] 1 [18]).

Majac na wzgledzie nie tylko warunki dynamiki ruchu, sta-
nowiace do tej pory gtdéwne przestanki stosowania krzywych
przejsciowych, lecz rowniez mozliwosci swobodnego
ksztattowania geometrycznego lukoéw w obrebie tras drogo-
wych, uzasadnione jest poszukiwanie innych, korzystniej-
szych pod tym wzgledem rozwiazan niz klotoida. Do takich
nowoczesnych rozwiazan krzywych przejsciowych mozna
zaliczy¢ tzw. wielomianowe krzywe przej$ciowe, ktore zo-
staly zaprezentowane migdzy innymi w pracach [13], [19]
i [20]. Podobnie jak klotoida, daja one mozliwos¢ plynnej
zmiany krzywizny od zera w punkcie poczatkowym do
okreslonej wartosci maksymalnej w punkcie koncowym.
Mozna doda¢, ze wielomianowe krzywe przejsciowe, ktore

? krzywa przejéciowa stosowana w trasowaniu drogi na planie w celu
stworzenia lagodnego przejscia pomigdzy dwoma elementami trasy
o roznej krzywiznie, zwykle migdzy prosta a lukiem kotowym

1. INTRODUCTION

So far clothoid® has been the most widely used curve in
the alignment design of curvilinear road sections. It owes
its popularity primarily to the linear increase of curvature
along the arc length. Application of clothoids in road
alignment design in different geometric arrangements has
been widely described in the literature in the field. Refer-
ences include papers by Polish authors [1-2] and papers
published in the English language [3-5].

According to literatures, curves other than clothoid are of-
ten chosen as a preferred option on the basis of vehicle dy-
namics or to cope with potential terrain constraints. The
most widely used curves in this group are described in
[6-8]. Searching for and investigation of curves have been
the subject of research of scientists from various countries.
The results of their research have been reported for exam-
ple in [9-12]. They present or examine transition curves
described by curvature functions. It is worth to note that
papers [11] and [12] contain analyses leading to defining
transition curves which have already been presented by
Polish researchers, for example in [6] and [13]. Other tran-
sition curve options are proposed in [14-16]. However,
these curves, other than the curves examined in earlier pa-
pers, are described by explicit functions rather than curva-
ture functions used to describe the former curves. Finally,
curves defined for design of vertical arcs can be mentioned
to complement the list (as described for example in [17]
and [18]).

There is a need for options other than clothoid when the
flexibility of shaping the horizontal alignment becomes an
issue in addition to the vehicle dynamics, which has been
the main factor considered in the design of transition
curves so far. Polynomial transition curves described for
example in [13], [19] and [20] can be considered one of
such options. Similarly to the clothoid the transition
curves enable gradual increase of the radius from zero at
the point of curvature (PC) to a pre-defined maximum
value of radius at the point of tangency (PT). Note also that
the polynomial transition curves which are examined in
the further part of this paper were proposed by the author
also for use in the design of vertical arcs ([21-23]).

Polynomial transition curves are distinguished by their
characteristic placement in the Cartesian coordinate sys-
tem, clearly different than that of clothoid. In clothoids the

? transition curves are used in road horizontal alignment design to obtain
gradual transition between two elements of different curvature, most
often between a tangent and a circular curve
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sa analizowane w dalszej czgsci niniejszego artykutu, zo-
staty zaproponowane przez autora rowniez do projektowa-
nia tukéw pionowych ([21-23]).

Cecha charakterystyczng wielomianowych krzywych przej-
sciowych jest odmienne niz klotoida ulokowanie w uktadzie
wspotrzednych prostokatnych. Jak wiadomo, w przypadku
klotoidy styczna gltéwna zajmuje potozenie poziome, czego
wynikiem sa okreslone procedury wyznaczania tukéw po-
ziomych w podejsciu tradycyjnym. W przeciwienstwie do
klotoidy, w przypadku wielomianowych krzywych przej-
sciowych styczna w punkcie poczatkowym jest nachylona
pod okreslonym katem wzgledem osi odcigtych, natomiast
styczna w punkcie koncowym jest pozioma (Rys. 1). Wielo-
mianowe krzywe przejSciowe sa wigc odpowiednikiem
sinusoidalnej krzywej przejsciowej, ktorej uzycie w proje-
ktowaniu tukow poziomych zostato przedstawione przez au-
tora w [24].

Z uwagi na mozliwos$¢ transformacji wspoétrzednych do do-
wolnego uktadu wspotrzednych, nie stanowi to oczywiscie
przeszkody w uzyciu tych krzywych w trasowaniu tukéw
poziomych. Za takim, alternatywnym podejsciem przema-
wiaja bowiem szerokie mozliwosci elastycznego ksztatto-
wania geometrii wielomianowych krzywych przej$ciowych,
co moze by¢ korzystne w razie konieczno$ci dopasowania
przebiegu tuku do ograniczen terenowych. W dalszej czgsci
artykulu zostang przedstawione réwnania, umozliwiajace
wygodne stosowanie wieclomianowych krzywych przejs$cio-
wych w zastosowaniach drogowych w odniesieniu do proje-
ktowania tukow poziomych.

2. MATEMATYCZNY OPIS
WIELOMIANOWYCH KRZYWYCH
PRZEJSCIOWYCH

Wsrod znanych rozwigzan wielomianowych krzywych
przejsciowych mozna wymieni¢ krzywe z gladkim oraz
niegltadkim wykresem krzywizny. Rodzina wielomiano-
wych krzywych przej$ciowych z gladkim wykresem krzy-
wizny zostata wyznaczona przez Grabowskiego w [13] 1 jest
opisana rownaniem:

_Xtgu, [CHFZ—SC t4_7—15Ct5+1‘2Cz6} )

g 2 5 2

przy czym t=x/x,  oraz x €<0, x, > W powyzszym
rownaniu x . jest odcigta punktu koncowego w lokalnym
ukfadzie wspotrzednych krzywej, tg u,, — nachyleniem sty-
cznej w punkcie poczatkowym krzywej, natomiast C — pa-
rametrem opisujacym zalezno$¢ migdzy nachyleniem stycz-
nej w punkcie poczatkowym, projektowanym promieniem

y 4

tangent line drawn at the point of curvature runs horizon-
tally which results in specific horizontal arc design proce-
dures applied in the conventional approach. This is
different in the case of polynomial transition curves in
which the tangent line drawn at the point of curvature is in-
clined in relation to the x-axis and the tangent line drawn
at the point of tangency runs horizontally (Fig. 1). As such,
polynomial transition curves can be considered equivalent
of sinusoidal transition curves whose application in hori-
zontal arc design is presented in [24].

p X

Fig. 1. Polynomial transition curve drawn in a local coordinate
system

Rys. 1. Wielomianowa krzywa przej$ciowa w lokalnym uktadzie
wspotrzednych

With possible transformation of the original coordinates to
any system it is not a problem to use these curves for de-
sign of horizontal arcs. The rationale for using this alterna-
tive approach are the extensive possibilities of shaping
polynomial transition curves, which may be desirable in
the case of terrain constraints in the area of the planned
curve. The following part of this paper presents formulas
with which polynomial transition curves can be conve-
niently used in designing horizontal arcs of road align-
ment.

2. MATHEMATICAL DESCRIPTION OF
POLYNOMIAL TRANSITION CURVES

The available polynomial transition curves include curves
with smooth or non-smooth curvature graphs. A family of
polynomial transition curves with smooth curvature graph
was defined by Grabowski in [13] and is represented by
the following equation:

X, tanu _ _ _
K ,,[ L2 2sct4_7 515ct5+1 22c[6} 0

where =x/x  and x €<0, x, >. In the above equation
x . is the x-coordinate of the point of tangency in the local

y:
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krzywizny R, w punkcie koficowym oraz odcigta punktu
koncowego. Zgodnie z praca [6], parametr C jest opisany
rOwnaniem:
R t
c-kBU ©)
xK
i w przypadku krzywych (1) moze przybiera¢ wartosci

z przedziatu C e<2/5, 3/5>.
Natomiast rodzina wielomianowych krzywych przejs$cio-

wych z niegtadkim wykresem krzywizny zostata wyznaczo-
na przez Kobrynia [19] i jest opisana rownaniem:
x tgu — -
ST [y 123C s 122C ] 3)
s a

W przypadku krzywych (3) parametr opisany réwnaniem
(2) moze przybiera¢ wartosci z przedziatu C e<1/3, 2/3>.

Z zaleznosci (2) wynika, ze odcigta punktu koficowego x
jest odwrotnie proporcjonalna do wartosci parametru C.
Mozliwe do uzyskania roznice dtugosci odcigtej x . uwida-
czniaja si¢ szczegolnie dla skrajnych wartosci C z podanych
przedziatéw dopuszczalnych. W przypadku krzywych (1),
dla C=2/5 dhugos¢ x . jest o 50% wigksza niz dla C = 3/5.
Natomiast w przypadku krzywych (3), odcigtax, dla C=1/3
jest dwukrotnie dtuzsza niz dla C =2/3.

Dzigki powyzszym mozliwo$ciom doboru warto$ci parame-
tru C sposrod wartosci dopuszczalnych, uzyskuje si¢ duza
swobodg ksztattowania geometrii krzywych (1) oraz (3), co
ilustruje Rys. 2. Na rysunku przedstawiono przyktadowe
wykresy tych krzywych, odpowiadajace jednakowej warto-
sci nachylenia stycznej poczatkowej (tg u,), jednakowej
wartosci promienia krzywizny w punkcie koncowym R, ,
lecz r6znym wartosciom parametru C. W odniesieniu do pa-
rametru C przyjeto przy tym nastepujace oznaczenia: C, —
parametr krzywej (1) z gladkim wykresem krzywizny, C, —
parametr krzywej (3) z niegtadkim wykresem krzywizny.

y A
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Fig. 2. Example graphs of curves defined by equations (1) and (3)

Rys. 2. Przyktadowe wykresy krzywych zdefiniowanych réwnaniami

(Mi@d)

system of coordinates, tanu, is the slope of the tangent
line drawn at the point of curvature, and C'is the parameter
representing the relationship between the slope of the tan-
gent line drawn at the point of curvature, planned radius at
the point of tangent R, and x-coordinate of the point of
tangent. According to [6] C can be calculated with the fol-
lowing equation:

C:RK tanu , ?)

X K

and for curves (1) it assumes values from the range

Ce<2/5, 3/5>.

The following equation describes a family of polynomial
transition curves with non-smooth curvature graph, de-
fined by Kobryn in [19]:

X, tanu _ _
K P[lejcﬁ—ljcz“] (3)

In the case of curves (3) the parameter described by equa-
tion (2) can assume values from the range C €< 1/3, 2/3>.

y:

According to (2) the x-coordinate at the point of tangency
is inversely proportional to the value of C. The available
differences of the length of x . are particularly evident for
the limit values of the specified permissible ranges of C. In
the case of curves (1) for C=2/5the length of x , is by 50%
greater than for C =3/5. For curves (3) the length of x, for
C=1/31is two times greater than for C =2/3.

The option to choose the value of C from the permitted
range of values provides high flexibility of shaping the
curves (1) and (3) - see Fig. 2. The drawing presents exam-
ples of such curves with the same value of slope of the tan-
gent line drawn at the point of curvature (tanu , ), the same
radius at the point of tangency R, and different values of
C. The following designations are used for parameter C:
C, — parameter of curve (1) with smooth curvature graph,
C, — parameter of curve (3) with non-smooth curvature
graph.

Note that x-coordinate x , fulfils the role of scaling factor
defining the value of y-coordinate. From the relationship
(2) we can see that x . has a similar effect on the length of
radius R, . Bringing back the concept of unit clothoid we
can see a similar understanding of polynomial curve for
x, = lor R_= 1 However, in the present-day situation
with all design computations performed with the assistance
of computers this has no practical effect, other than in the
case of unit clothoid in earlier times. In the case of polyno-
mial transition curves it is more the case of signal indicating
possibility of expanding their geometric characteristics at
x,. = lor R, = 1toany other values of these quantities.
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Nalezy zauwazy¢, ze odcigta x , pefni rolg czynnika ska-
lujacego, od ktdrego zalezy warto$¢ rzednej y. Z zaleznoS$ci
(2) wynika, ze w podobny sposob odcigta x , wptywa na
dhugos¢ promienia R . Nawiazujac do pojecia klotoidy jed-
nostkowej, stwierdzimy wigc, ze przy x, = 1lub R, =1
chodzi o podobne rozumienie wielomianowej krzywej prze-
jSciowej. Z uwagi na wspotczesne realia i komputerowe
wspomaganie wszelkich obliczen projektowych, nie ma to
jednak znaczenia praktycznego (jak dawniej w przypadku
klotoidy jednostkowej). W odniesieniu do wielomianowych
krzywych przejsciowych chodzi raczej o sygnal wskazujacy
na mozliwo$¢ rozszerzenia ich charakterystyki geometrycz-
nej przy x, = llub R, = 1 nainne, dowolne wartosci tych
wielkosci.

W uzupelieniu podstawowej charakterystyki analizowa-
nych krzywych mozna dodac, ze rzedna punktu koncowego
wynika z rownah (1) i (3) dla x =x, (czyli dla £ =1) i jest
opisana rGwnaniami:

« w przypadku krzywych (1)

5C+1 ., 5C+1

=x_tgu =R _tg'u , 4
Vi =xtgu, o= Retetu, o “)
« w przypadku krzywych (3)
6C +1 . 6C +1

Ve =X 18 MPF R tg7u, 2t (5

Nalezy doda¢, ze rownania (4) i (5) sa istotne z punktu wi-
dzenia procedury obliczeniowej, zwiazanej z trasowaniem
tuku poziomego z uzyciem odpowiedniej krzywej, co zosta-
nie przedstawione w dalszej czgsci tego opracowania.

Dlugos¢ cieciwy taczacej punkty poczatkowy i koncowy
krzywych (1) lub (3) wynika z réwnania:

=2 2. (©)

Na podstawie powyzszego rownania, po uwzglednieniu za-
leznosci:
s R, tgu,
K
C
oraz odpowiednio (4) i (5), uzyskuje sig:

(7

« w przypadku krzywych (1)

1

« w przypadku krzywych (3)

1 , (6C+1Y)
s=Rthup\/C2+tg up(lzczj . )

5C +1Y
tg’u , 8
g p(mczj (8)

In addition to the basic characteristic of the analysed
curves we can add that the PT ordinate results from equa-
tions (1) and (3) for x =x, (that is for #=1) and it is de-
scribed by the following equations:

« for curves (1)

_ 5C +1 ,»  5C+1
Vi =X, tanuPW—RK tan upm, 4)
- for curves (3)
6C +1 ,  6C +1
Vi =X, tanu =R, tan” u, 1t ®)]

Note that equations (4) and (5) are important from the point
of view of the calculation procedure related to designing ho-
rizontal arcs with appropriate curves, which will be presen-
ted further below.

The length of chord between PC and PT of curves (1) or (3)
is defined by the following equation:

s=yx2 32 (6)

Taking the above equation and the relationship
. :RK tanu, )
C
and (4) and (5), as appropriate, yields:

« for curves (1)

2
s=R, tanup\/clertan2 u”(?f)j(;l) , (8)

- for curves (3)

2
s=R, tanu, L+tan2 up(6c+1] .
C’ 12C*

Table 1 gives the values of x ., y . and s for chosen tanu,,
and C pairs, assuming R . =1. These values show how use-
ful it is for designers to be able to freely choose the value
of C from a set of values permitted for a given curve. In
both families of curves the value of C has a significant ef-
fect on both the dimensions and the long chord, as well as
the arc geometry. Moreover, the obtained values show that
for the same values of R, tanu, and C arcs made up of
curves (1) are slightly longer than the corresponding arcs
made up of curves (3).

©)
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Table 1. Values of x,, y, and s corresponding to selected tanu, and C pairs (assuming R, =1)

Tablica 1. Wartosci x,, y, oraz s odpowiadajgce wybranym parom tg u, oraz C (przy zatozeniu R, =1)

Curves / Krzywe (1) Curves / Krzywe (3)
Slope Parameter . B . -
Nachylenie Parametr x-coordlnate y-coordinate ghqrd x-coordlnate y-coordinate ghqrd
tan u,, C odcigta rzedna cigciwa odcieta rzedna cigciwa
Xy Yk S Xy Yk S

1/3 - - - 1.50000 0.56250 1.60200

0.4 1.25000 0.46875 1.33500 1.25000 0.44271 1.32608

0.5 0.5 1.00000 0.35000 1.05948 1.00000 0.33333 1.05409
0.6 0.83333 0.27778 0.87841 0.83333 0.26620 0.87482

2/3 - — - 0.75000 0.23438 0.78577

1/3 - - - 3.00000 2.25000 3.75000

0.4 2.50000 1.87500 3.12500 2.50000 1.77083 3.06363

1.0 0.5 2.00000 1.40000 2.44131 2.00000 1.33333 2.40370
0.6 1.66667 111111 2.00308 1.66667 1.06481 1.97778

2/3 - - - 1.50000 0.93750 1.76887

1/3 - - - 4.50000 5.06250 6.77340

0.4 3.75000 4.21875 5.64450 3.75000 3.98438 547154

1.5 0.5 3.00000 3.15000 4.35000 3.00000 3.00000 4.24264
0.6 2.50000 2.50000 3.53553 2.50000 2.39583 3.46266

2/3 - - - 2.25000 2.10938 3.08415

Przy zalozeniu R, =1, wartoscix, , y, orazs dla wybranych
par tg u,, oraz C zestawiono w Tabl. 1. Przedstawione liczby
pokazuja, jak uzyteczna w swietle potrzeb praktyki projekto-
wej jest mozliwos$¢ odpowiedniego doboru parametru C spo-
srod wartosci dopuszczalnych dla danej krzywe;j.
W przypadku obydwu rodzin krzywych wartos¢ parametru

w istotny sposob decyduje zar6wno o wymiarach i rozpigtosci
tuku, jak tez o jego geometrii. Uzyskane wartosci liczbowe
pokazuja ponadto, ze dla tych samych wartosci R, , tgu,
oraz C tuki utworzone przez krzywe (1) sa nieznacznie dtuz-
sze od odpowiednich tukéw wyznaczonych przez krzywe (3).

3. WIELOMIANOWE KRZYWE
PRZEJSCIOWE JAKO ELEMENT
LACZACY PROSTA Z LUKIEM
KOLOWYM

W tradycyjnych zastosowaniach klotoidy z reguly mamy do
czynienia z dwoma rodzajami uktadow geometrycznych:

+ klotoida — tuk kotowy — klotoida,

+ biklotoida.
Przy stosowaniu zamiast klotoidy odpowiedniej wielomia-
nowe]j krzywej przejSciowej, ogdlne zasady wyznaczania
tych uktadow geometrycznych pozostalyby niezmienione.
Zasadnicza roznica tkwitaby natomiast w szczegdlnym
podejsciu do obliczania wielkosci liniowych, stuzacych do

3. POLYNOMIAL TRANSITION CURVES
USED TO CONNECT A TANGENT WITH
CIRCULAR ARC

There are two conventional clothoid-based geometric sys-
tems:

« clothoid — circular arc — clothoid,
« biclothoid.

Replacing clothoid with an appropriate polynomial transi-
tion curve would not change the general principles of de-
fining these geometrical systems. The primary difference
lies in the particular approach to calculation of linear
quantities used for defining the arc formed by curve (1) or
(3) in the case when the respective geometric quantities
are related to the main tangent line, that is the tangent line
drawn at the point of curvature, as in the case of clothoid.
The formulas for calculating these quantities transpire
from Fig. 3.

On the basis of Fig. 3 we can write appropriate equations
which are necessary for defining the arc. These equations
describe:

« tangent line at the point of curvature 7’ (PW)

X
T=—"k_, (10)
cosup
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wyznaczania tuku utworzonego przez krzywa (1) lub (3), je-
$li odpowiednie wielkosci geometryczne bytyby odniesione
- tak jak w przypadku klotoidy — do stycznej gtéwnej, czyli
stycznej w punkcie poczatkowym. Wzory pozwalajace na
realizacjg obliczen tych wielkosci wynikaja z Rys. 3.

Na podstawie Rys. 3 mozna zapisa¢ odpowiednie rownania,
niezbedne do wyznaczenia tuku. Opisuja one kolejno:

- styczna gtéwna T (PW)

long tangent line 7, (PM)

T, =YK (11)
sin u
7 P
normal line N (WK )
N=Tsinu,-y,, (12)

short tangent line 7, (m)

N
T=—F—, (10) ¥ tanu
cosu . ? . .
L p x-coordinate X of the end of polynomial transition
* dluga styczna T, (PM) curve referred to the tangent line at the point of cur-
vature (PK")
T, = .yK , (11) X=T-KW, (14)
sinu,
. Ina N (WK ordinate Y of the. end of transition curve measured
normalng NV (7K') . from the tangent line at the point of curvature (K 'K)
N =Tsi -
Sll’lup yK7 ( ) YZNCOSMP, (15)
» krotka styczna 7, (MK) offset of curvature circle from the tangent line at the
T N (13) point of curvature H

K

tgu,

H=SS'-R,, (16)
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« odcigta X konca wielomianowej krzywej przejscio-
wej, odniesiona do stycznej gtownej (PK")

X=T-K'W, (14)

+ 1z¢dna Y konca wielomianowej krzywej przejscio-
wej, liczong od stycznej gtownej (K'K)

Y =Ncosu,, (15)
« odsunigcie kota krzywizny od stycznej gtéwnej H
H=SS'-R,, (16)
* odcigta X ¢ Srodka kota krzywizny (PS’)
XS=X—RKsinup, (17)
+ rzedna Y $rodka kota krzywizny (ﬁ)
Y. =H+R,_, (18)

 podstyczna U (MK")
U=T, cosu,, (19)
P

+ podnormalna V' (K'W)
V' =Nsinu,. (20)

Korzystajac z powyzszych rownan, a takze z zaleznosci (2)
oraz (4) i (5), po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen
otrzymano wzory koncowe, ktore zestawiono w Tabl. 2.
Analogicznie jak w klasycznym podejsciu z uzyciem kloto-
idy ([1], [2]), wielkosci geometryczne wynikajace z przed-
stawionych rownan moga znalez¢ zastosowanie w wyzna-
czaniu tukéw zlozonych z symetrycznych lub niesy-
metrycznych gatezi krzywych (1) lub (3) w potaczeniu
z tukiem kotowym. Na identycznych zasadach, jak w przy-
padku biklotoidy, mozliwe jest tez wyznaczenie tuku ztozo-
nego z symetrycznych lub niesymetrycznych galezi krzy-
wych (1) Iub (3), ale z pominigciem tuku kotowego. Podziat
catego kata zwrotu trasy y na czes¢ przypadajaca na tuk
kotowy 1 czgSci przypadajace na dwa tuki krzywej (1) lub
(3) odbywatby si¢ wedlug obowiazujacych regul, czyli
zgodnie z warunkiem:

Y22u,. (21)

Natomiast do wyznaczenia punktow posrednich tuku krzy-
wej moga poshuzy¢ wzory definiujace potozenie tych punk-
tow w odniesieniu do stycznej gtoéwnej PW. Przyjmujac
poczatek lokalnego uktadu wspotrzednych w punkcie P,
stwierdzimy, ze wspotrzedne x' 1 y' mozna wyznaczy¢ ze
wzordw transformacyjnych w postaci:

x'=xcosu, +ysinu, (22)

« x-coordinate X s of the centre of circle of curvature
(PS")

X,=X-R, sinup, 17

+ ordinate Y of the centre of circle of curvature (S'S)

Y,=H+R,, (18)

- sub-tangent line U (MK")
U=T, cosu,, (19)

« sub-normal line V' (K'W)
V =Nsinu,. (20)

The final formulas compiled in Table 2 are obtained
through appropriate transformations of the above equa-
tions and relationships (2), (4) and (5). Similarly to the
clothoid — based conventional approach ([1], [2]) the geo-
metric quantities obtained with these equations can be
used for defining arcs composed of symmetric or non
symmetric branches of curves (1) or (3) in combination
with a circular arc. The same principle as used for
biclothoid can be used to define an arc composed of sym-
metric or non-symmetric branches of curves (1) or (3), yet
without circular arch. The division of the intersection
(route turn) angle y between the circular arc and the two
arcs of curve (1) or (3) would follow the same principles,
i.e. according to the following condition:

Y22u,. 1)

Intermediate points can be determined with the formulas
defining their positions in relation to the PI¥ tangent line
drawn at the point of curvature. Let the origin of the local
system of coordinates be at point P and then coordinates
x"and y' can be calculated with transformation formulas
written as follows:

x'=xcosu, +ysinu, (22)

and

y'=xsinu, —ycosu,. (23)

wherex =¢-x, with 1 €<0, 1>, and the value of y-coordi-

nate can be determined from equation of curve (1) or (3) as
appropriate.
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oraz

y'=xsinu, —ycosu,. (23)

przy czym: x =t-x . (gdzie £ €<0, 1>), natomiast wartos¢
rz¢dnej y wynika z rownania odpowiedniej krzywej (1) lub
©)2

Table 2. Formulas describing the quantities required
for defining of arch with the use of curves (1) and (3)
Tablica 2. Wzory opisujgce wielkosci niezbedne do
wyznaczenia tuku z uzyciem krzywych opisanych (1)
oraz (3)

Quantity Equation / Wzor

Wielkos¢ curves / krzywe (1) curves / krzywe (3)
Tangent line at the point of curvature — tanu, l — tanu, i
Styczna gtéwna X cos u,C X cos u,C
Long tangent line T =R tanu, 5C +1 _ tanu, 6C +1
Dtuga styczna ¢ Keosu 10C? ¢ T Feosu 12C?

P P
Normal line 2, 5C-1 2 -1
N =Rt N =Rt —

Normalna T 0c T Yee
Shc?rt tangent line T, =R, tanu ¢ 21 T, =R, tanu 5
Krotka styczna P 10C r12c
PT x-coordinate related to the tangent line tan u tan u
dra\yn at the point Qf tangency . X = of 1 —sin%u ¢ _21] X =R, P (1 —sin’u 6 _21]
Odcigta konca odniesiona do stycznej cosu, \ C 710C cosu,\ C r12c
glownej
PT y-coordinate measured from the tangent _ _

i : 2 C -1 2 6C -1
line drawn at the point of tangency Y =R, tan"u cosu, Toc? Y =R, tan"u,cosu, C
Rzegdna konca liczona od stycznej gtoéwnej
Offset of the circle of curvature H =R, |cosu | tan’u 5 _21 +1|-1 H =R, |cosu | tan’u 6 _21 +1|-1
Odsunigcie kota krzywizny 4 710C ? Ve

x-coordinate of the circle of curvature
centre

X, =R;sin u{
Odcigta $rodka kota krzywizny

Ccos u
P

(

1
C

6C —1
u
P 12C*

(l—sin2

C

X, =R;sin u{

5

CoS u
4

y-coordinate of the circle of curvature
centre
Rze¢dna $rodka kota krzywizny

Y, :RKcosuP[tan2up51f)'C_zl+ 1]

Y, =R, cos up(tan2 u, 612 -1

CZ

)

Sub-tangent U=R si 5C -1 U =R,si sl
Podstyczna S, o RS~
Sub-normal Y =R, sinu tan’u -1 Y =R, sinu tan’u 6C-1
Podnormalna r 7 10C? r P 12cC
4. WNIOSKI 4. CONCLUSIONS

Przedstawione rownania pozwalaja na wprowadzenie wie-
lomianowych krzywych przejsciowych do praktyki projek-
towej w zakresie wyznaczania krzywoliniowych odcinkéw
tras drogowych. Zaleznosci (2), (4) oraz (5) umozliwiaja
wygodne powiazanie ze soba podstawowych parametréw
projektowych tych krzywych, takich jak: minimalny pro-
mien krzywizny, nachylenie stycznej poczatkowej oraz roz-
pictos¢ tuku krzywej, wyrazona posrednio za pomoca od-
cigtej i rzednej punktu koncowego. Pozostale wzory
szczegblowe umozliwiaja obliczenie niezbgednych danych

These equations enable introducing polynomial transition
curves into design practice for designing curvilinear sec-
tions of road alignments. The relationships (2), (4) and (5)
enable relating, in a convenient manner, the key design pa-
rameters including: the minimum radius of curvature,
slope of tangent line at the point of curvature and long
chord length expressed indirectly by the x and y coordi-
nates of the point of tangency. The remaining detailed for-
mulas enable calculating the data required for setting out
the arc of polynomial transition curve in field.
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do wyznaczenia tuku wielomianowej krzywej przej$ciowej
w terenie.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze wiclomianowe krzy-
we przejsciowe moga by¢ uzytecznym narzedziem proje-
ktowym w trasowaniu tras drogowych, z uwagi na szerokie
mozliwosci ksztaltowania ich geometrii. Potwierdzeniem
tego potencjatu aplikacyjnego sa bez watpienia wyniki
przyktadowych obliczen wybranych parametréw geometry-
cznych.
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