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CZESLAW MACHELSKI"

PARAMETERS OF LOAD TRANSVERSE DISTRIBUTION

ACROSS BRIDGES

PARAMETRY ROZDZIALU POPRZECZNEGO OBCIAZEN W MOSTACH

STRESZCZENIE. W pracy analizuje sie dwa, klasyczne modele
przeset mostowych w postaci rusztu ptaskiego i ptyty ortotropo-
wej, w zakresie przydatnosci parametrow charakterystycznych
tych modeli do tworzenia rozdziatu poprzecznego obcigzenia.
W wyniku analizy wykazano, ze model ptyty ortotropowej, uzyska-
ny w rozwigzaniach Guyon-Massonnet oraz Cusens-Puma jest
ogolniejszy niz model rusztu ptaskiego w ujeciu Leonhardta. Z po-
réwnania parametrow charakterystycznych obydwu modeli, czyli
ptyty ortotropowej i rusztu wyprowadzono ogodlng funkcje para-
metru charakterystycznego rusztu stosowanego w metodzie Leon-
hardta. W jej postaci uwzgledniono dodatkowo liczbe dzwigaréw
gtéwnych i poprzecznic przestowych. Funkcje tg wykorzystano do
weryfikacji zatozen najprostszego modelu rusztu nazywanego
,metoda sztywnej poprzecznicy” i wykazano znaczne odchylenia
od dotychczasowych wynikéw. Przykiady analiz poréwnawczych,
podane w pracy ilustrujg zakresy zastosowan parametréw charak-
terystycznych modeli mostéw. W podsumowaniu rozpatrzono mo-
zliwos¢ wykorzystania wspotczesnie tworzonych powierzchni
wptywu momentéw zginajgcych do rozdziatu poprzecznego
obcigzenia.

SEOWA KLUCZOWE: analiza poréwnawcza, parametry modeli
mostéw, rozdziat poprzeczny obcigzenia.

ABSTRACT. The paper concerns analysis of two classic bridge
span models i.e. flat grillage and orthotropic plate in order to
determine usefulness of characteristic parameters of this
models for creation of load transverse distribution. The results
of analysis shows that the orthotropic plate model obtained in
Guyon-Massonnet and Cusens-Puma solutions is more
general than the flat grillage model developed by Leonhardt.
Through the comparison of characteristic parameters of both
models, i.e. the orthotropic plate and the grillage, a general
function of grillage characteristic parameter used in the
Leonhardt method is derived. Additionally, the number of main
girders and cross-beams is included in the formula. The
function is used for verifying the assumptions of the simplest
grillage model (Courbon’s Theory). Significant deviations from
existing results are shown. The examples of comparative
analyses given in the paper show the range of applications of
the characteristic parameters of bridge models. In the
conclusions the possibility of using bending moments influence
surfaces to the transverse load distribution is presented.

KEYWORDS: bridge models parameters, comparative analysis,
transverse distribution of loads.

DOI: 10.7409/rabdim.014.009

! Wydzial Budownictwa Ladowego i Wodnego, Politechnika Wroctawska; czeslaw.machelski@pwr.edu.pl



132 Czestaw Machelski

1. WPROWADZENIE

Obecnie w projektowaniu mostow powszechnie stosowane
sa systemy oparte na MES. Do analizy statycznej wykorzy-
stuje si¢ komputerowe techniki obliczeniowe, w ktorych
w zasadzie nie ma ograniczen: liczby weztow, rodzajow
uzytych elementow, przestrzeni geometrii modelu. Z uwagi
na mozliwosci wspdtczesnych komputerow i programéw
drugorzedne znaczenie ma czas obliczen. Wobec tych udo-
godnien projektowania mostow skutecznymi technikami sa
funkcje wptywu [1] tworzone w dowolnych modelach geo-
metrii konstrukcji, rowniez ztozonych (np. mosty ptytowo-
belkowe wzmocnione tukiem) oraz nieregularnych w pla-
nie. Rownolegle w realizacji prac studyjnych i w dydaktyce
stosowane sa obecnie sposoby obliczen statycznych oparte
na rozdziale poprzecznym obciazen [2 - 5]. Dzigki mozli-
wosci stosowania prostych modeli obliczeniowych sa one
wykorzystywane w celu uzyskania ogélnych wnioskéw do-
tyczacych skutkow obciazen w wybranych grupach obie-
ktéw mostowych.

Rozdziat poprzeczny obciazenia byt od dawna stosowany
do obliczen statycznych mostow wielobelkowych, ptyto-
wo-zebrowych 1 ptytowych [6 - 10]. Umozliwia on bo-
wiem sprowadzenie geometrii globalnego modelu obiektu
do dwoch, prostych uktadow obliczeniowych. W jednym
z nich uwzglednia si¢ schemat statyczny dzwigara (belka
ciagla, rama itp.), stosujac linie wptywu sit wewngtrznych
gdy obciazenia ruchome przyjmuja polozenia w kierunku
rozpigto$ci mostu. Sprowadzanie sit z jezdni do tego sche-
matu odbywa si¢ z zastosowaniem rozdziatu poprzecznego
obciazenia a wigc z odwzorowaniem polozenia obciazenia
w przekroju poprzecznym. Procedura ta jest powszechnie
znana i stosowana w obliczeniach mostow [6, 9] dlatego nie
jest omawiana w artykule.

Pierwsze zastosowania rozdziatu poprzecznego obciazenia
powstaly w sytuacji ograniczonych mozliwosci obliczenio-
wych, na poczatku XX wieku [7 - 9]. Stad rozwiazania staty-
czne oparte byly na wykorzystaniu wzoréw i tablic [6, 10].
Obecnie, dzigki MES stosujemy programy komputerowe,
réwniez z zastosowaniem rozdziatu poprzecznego obciaze-
nia, z tym ze modele mostow moga by¢ bardziej wyrafino-
wane niz klasyczne, omawiane w pracy [2]. Powoduje to, ze
doktadnos¢ rozwiazan z zastosowaniem rozdziatu poprze-
cznego obciazenia sa takie same jak modeli z uzyciem
wylacznie MES.

W zakresie zastosowan rozdziatu poprzecznego obciazenia
wyrozniamy grupe konstrukcji mostow o matej liczbie
dzwigarow (jeden, dwa, trzy). W tym przypadku stosujemy

1. INTRODUCTION

Currently, in the design of bridges the systems FEM based
software is commonly used. Static analysis uses computer
calculation techniques, in which, in principle, there are no
limitations in the number of nodes, the types of elements
used, and the geometry of the model. Due to the capabili-
ties of modern computers and programs, the time of com-
puting is of secondary importance. In view of these
facilities related to bridge design, the effective techniques
are influence functions [ 1] created in any models of geom-
etry of the structure, also complex ones (e.g. beam-slab
bridges strengthened with an arch) and irregular in a plan.
At the same time in the implementation of study works
and in teaching, the static calculations methods based on
transverse distribution of loads [2 - 5] are used. They are
used to obtain general conclusions concerning the effects
of loads, in selected groups of bridges, thanks to the use of
simple computational models.

The transverse load distribution has long been used for the
static calculation of multi-beam bridges, beam-slab, and
plate bridges [6 - 10]. It allows to reduce the geometry of
the global model to two simple computing systems. One of
them takes into account the static scheme of the girder
(continuous beam, frame, etc.) using the influence lines of
internal forces when moving loads take the positions along
the span of the bridge. Reducing the forces from the road
to this scheme is carried out using a transverse load distri-
bution, i.e. with mapping the position of the load in the
cross-section. This procedure is commonly known and
used in the calculation of bridges [6, 9] and therefore is not
discussed in the paper.

The first applications of the transverse load distribution
emerged in a situation of limited computing capabilities, at
the beginning of the 20™ century [7 - 9]. Hence the static
solutions were based on the use of formulas and tables
[6, 10]. Now, due to FEM, we use computer programs, also
with the use of transverse load distribution, except that the
bridge models may be more sophisticated than standard
ones, discussed in the paper [2]. This results in the fact that
the accuracy of the solutions that use the transverse load
distribution is the same as the FEM models.

In the range of applications of the transverse load distribu-
tion, we distinguish a group of bridge structures with a small
number of girders (one, two, three). In this case, we use
a calculation methodology specific for their structure, e.g.
[2, 4, 5]. In this paper, we consider the second group of
structures. These are multi-girder spans with homogenious
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specyficzna do ich budowy metodyke obliczen np. [2, 4, 5].
W niniejszej pracy rozpatrujemy druga grupe obiektow. Sa
to uktady wielodzwigarowe o jednolitej konstrukcji (stalo-
we, betonowe) oraz prefabrykowane czy tez zespolone.
W tej grupie konstrukcji modelami wykorzystywanymi do
rozdziatu poprzecznego obciazenia sa ruszty ptaskie [1, 6,
8, 10] i plyty ortotropowe [6, 7, 9, 10]. W zatozeniach me-
todyki rozdziatu poprzecznego obciazenia obiekty te sa
jednoprzgstowe, w rzucie prostokatne a sposoby wykorzy-
stania wynikow z takiego modelu na inne schematy staty-
czne jest wyjasniony w [6, 10].

2. MODEL PLYTY ORTOTROPOWEJ

Do tworzenia rozdziatu poprzecznego obcigzenia z powo-
dzeniem mozna wykorzysta¢ model przgsta w postaci ptyty
ortotropowej [6, 7, 9, 10]. Z zalozenia metodyki obliczen
ptyta jest prostokatna, swobodnie podparta na dwdch prze-
ciwleglych krawedziach (x = 0 i x = L), jak w przykladzie
przesta betonowego, przedstawionego na Rys. 1. Wobec ta-
kiego schematu statycznego dogodne jest przyjecie roz-
wiazania rownania (1), w ktorym sztywno$ci gigtne i skret-
ne plyty ortotropowej sq okreslone jako D , D ,2H:
4 4 4
D Wi OW p T, (1)
" ox* ox’oy’ Yoyt

w postaci szeregdw Fouriera, czyli w formie dwoch, rozsepa-
rowanych funkcji okreslajacych ugigcia w kierunkach x 1 y:

w=iw(y)sin(mnx/L). (2)

W (2) m jest liczba falowa (harmoniczna) funkcji ugigcia
roztozonej w szereg Fouriera. Do rozdzialu poprzecznego
obciazenia [6, 9] przyjmujemy jedynie pierwszy wyraz sze-
regu, a stad rowniez obciazenie roztozone, potozone wzdtuz
linii oddalonej od brzegu o y, ma posta¢ (Rys. 1):

p(x,y,)=1-sin(mx / L), (3)
Uzasadnienie tego zatozenia, czyli wykazanie bardzo do-

brej zbieznos$ci szeregow Fouriera w zakresie ugiec, podano
w podsumowaniu rozdziatu 3.

Bezwymiarowymi parametrami charakterystycznymi [6, 10]
rozwigzania rownania (1) sa:

= )
DD,
oraz B |D
9=—y/ . 5)
2L\ D,

configuration (steel, concrete), prefabricated or composite.
In this group of structures, the models used for transverse
load distribution are flat grillages [1, 6, 8, 10] and
orthotropic plates [6, 7, 9, 10]. In the assumptions of the
methodology of transverse load distribution, these bridge
structures are single-span, rectangular in plan, and the
ways for using the results of this model to other static
schemes areexplained in [6, 10].

2. ORTHOTROPIC PLATE MODEL

To create the transverse load distribution a span model can
be successfully used in the form of an orthotropic plate [6,
7,9, 10]. In principle, according to the calculation method-
ology, the plate is rectangular, simply supported along two
opposite edges (x = 0 and x = L) as in the example of the
concrete span, shown in Fig. 1. In view of such a static
scheme, it is convenient to adopt the solution of the equa-
tion (1), where the flexural and torsional stiffness of the
orthotropic plate are defined as D , Dy ,2H:
4 4 4
D o'w Y 0w N 0w
T oxt ox’oy? T oyt
in the form of Fourier series, i.e. in the form of two sepa-
rated functions defining the deflections in the x and y di-
rections:

=px,y), (1)

0

W=Zw(y)sin(m nx/L). 2)

m=1
In (2) m is a (harmonic) wave number of the deflection
function distributed into the Fourier series. For the trans-
verse load distribution [6, 9] we accept only the first term
of the series, and hence also the distributed load, located
along the line distant from the edge by y is in the form
shown in Fig. 1:

p(x,y, )=1l-sin(nx /L), 3)

Justification of this assumption, i.e. demonstrating a very
good convergence of Fourier series in terms of deflec-
tions, is shown in the summary of Chapter 3.

Dimensionless characteristic parameters [6, 10] for the so-
lution of the equation (1) are:

a:i (4)
/DD
xy
and
B |D
§="y 5)

2L\ D
5
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Geometria ptyty opisana jest przez jej rozpigtosc L oraz sze-
rokos¢ B. Wspdtczynniki Poissona w plycie ortotropowej
spetniaja zaleznos¢:

D v, =D -v_. (6)

y x

gdzie: D, D - sztywnosci gigtne plyty.

Fig. 1. Static scheme of orthotropic plate
Rys. 1. Schemat statyczny ptyty ortotropowe;j

Przyjeta jako rozwiazanie rownania (1) funkcje ugigeia
w(y) oraz funkcjg obciazenia wyrazona wzorem (3) wyko-
rzystuje si¢ do okreslenia rozdzialu poprzecznego obciaze-
nia. Funkcje w( y) zaleza od charakterystycznego parametru
o jak nizej:
e jesli 0<a <1

w=Ach(k )cos(l,)+Bf ch(k )sin(l )+

+ Csh(k ,)cos(l )+ Df sh(k )sin(l ),

(7
e jesli a =1
w=Ach(a )+ Ba ch(k)+Csh(a,)+Da sh(k,), (8)
e jesli 1<a
w=Ach(k ,)ch(l,)+Bf ch(k )sh(l,)+
+ Csh(k ,)ch(l )+ Df (sh(k )sh(l ) .

©

Funkcje wystepujace we wzorach (7) - (9) zestawiono w
Tabl. 1. Parametry state rozwiazania rownania (1) okreslone
w tych wzorach jako: 4, B, C, D wyznaczamy na podstawie
warunkéw brzegowych krawedzi ptyty, y =01y = B oraz
potozenia obciazenia y =y . Praktyczne realizacje przy-
ktadow obliczen, przedstawionych w niniejszej pracy wyko-
nano z zastosowaniem elementow pasmowych, bedacych
poétanalitycznym rozwiazaniem MES [4, 5].

Na Rys. 2 przedstawiono przyktad linii wptywu rozdziatu
poprzecznego obciazenia uktadu plytowo-zebrowego,
ztozonego z 8 dzwigarow i wyrdznionego na Rys. 1 — dzwi-
gara 3. Na osi pionowej podano warto$ci wspotczynnikow
rozdzialu poprzecznego obciazenia. W celu skrocenia opisu
wynikéw podanych w dalszej czeséci pracy zastosowano za-
pis symboliczny funkcji jako K, , gdzie i jest rzgdna wykre-
su wystepujaca pod dzwigarem o numerze i, jak na Rys. 1.

b2 | | 7xb | |_bf2

The geometry of the plate is described by its span L and
width B. Poisson’s ratios for orthotropic plate satisfy the
relation:

D -v, =D -v_ . (6)

y X
where: D , D — the flexural stiffness of the plate.

The deflection function w( y), adopted as the solution of
equation (1), and the function of the load, as expressed by
the formula (3), is used to determine the transverse load

distribution. The functions w(y) depend on the character-
istic parameter o as follows:

« if 0<a <1
w=Ach(k )cos(l )+ Bf «ch(k )sin(/ )+
+ Csh(k ,)cos(l,) +Df ysh(k )sin(l) ,

« if a=1

w=Ach(a )+ Ba ch(k ) +Csh(a,)+Da sh(k,), (8)

(7

e ifI<a
w=Ach(k )ch(l,)+ Bf, ch(k ,)sh(l,)+
+ Csh(k ,)ch(l,) + Df (sh(k )sh(l ) .

The functions appearing in the formulas (7) - (9) are sum-
marized in Table 1. Constant parameters of the solution of
equation (1) defined in these formulas as: 4, B, C, D, are de-
termined on the basis of the boundary conditions of the
plate edge, y = 0 and y = B and the position of the load
y =y,. Examples of calculations presented in this paper
have been performed using band elements, which are a
semi-analytical FEM solution [4, 5].

9



Roads and Bridges - Drogi i Mosty 13 (2014) 131 - 143 135

Table 1. Parameters of deflection function of
orthotropic plate
Tablica 1. Parametry funkcji ugiecia ptyty ortotropowe;j

. Range of characteristic parameters
Functions Zakres parametru charakterystycznego
Funkcje
0<a<l |  a=1 | 1<a
a, ny/ L
D
" JPs 1+ a a
4 DN 2
D, [1-« D jo-1
/ 4 a, _ 4= a
g D\ 2" DV 2 7
I+a I+ a
f i _ il
1-a a-1

W przyktadzie podanym na Rys. 2 zalozono stata warto$¢
9 =1. Wobec tego w przypadku kwadratowej plyty (B/L=1)
ze wzoru (5) otrzymujemy:

1 |D

X
b

2\ D

y
a stad zalezno$¢ sztywnosci plyty ortotropowe;:

D, =16D, .

Przyjmujac przyktadowo D =100 otrzymuje si¢ D | = 6,25

a stad:
/Dny =25.

Wobec tego widoczna jest zalezno$¢ parametrow ze wzoru
(4):
2H =250 .

Jednostki wielkosci D _, D, 2H w takich obliczeniach nie
sq istotne. Wyniki obliczen odniesiono do przypadku szcze-
golnego — plyty izotropowej (D, =D , gdyo =119 =1/2).
Z przedstawionych na Rys. 2 wykresoéw wynika znaczny
wplyw parametru charakterystycznego a., przy statej warto-
$ci 9. W analizowanym przypadku zmienno$¢ rezultatow
spowodowana jest sztywnoscia H. W przypadku ptyty izo-
tropowej wykres zblizony jest do prostoliniowego.

Na Rys. 3 przedstawiono wykresy rozdziatu poprzecznego
obciazenia rowniez dzwigara 3, ale w zalezno$ci od geome-
trii rzutu poziomego ptyty ortotropowej. W tym przypadku
proporcja szerokosci przgsta do jego rozpigtosci jest okre-
$lona liczba dzwigarow n jako:

B/L=n/8 .

—oa=0 —a=15
—— o = 0.5 — isotropy / izotropia
—a=1.0

0.30

0.25 //\\
ol NN
A\

0.15

0.10 N“\\
0.05 \

T —
\§
f

0.00

2 3 4 5 ©

--0.05

Distribution coefficient / Wspétczynnik rozdziatu

No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 2. Graphs of K;, (girder 3) versus parameter a
Rys. 2. Wykresy K,, (dzwigara 3) w zalezno$ci od parametru o

An exemplary load transverse distribution influence line, a
of beam-slab span consisting of eight girders, depicted in
Fig. 1 as beam 3, is shown in Fig. 2. Load transverse distri-
bution coefficient is shown on vertical axis there. In the
following, to shorten the description, symbol K, where i
is ordinate of the graph under the beam numbered i, is in-
troduced as shown in Fig.1.

In the example given in Fig. 2, the constant value has been
assumed 3 =1. Therefore, in the case of a square plate (B/L
= 1) from the formula (5) we obtain:

1 |D,

2\/D

y

and hence the dependence of the stiffnesses of the
orthotropic plate:

b

D_=16D .
x y

Assuming, for example, D _= 100, we obtain Dy =6.25and

hence:
/Dny =25.

Therefore, the correlation of parameters from formula (4)
can be seen:

2H =250 .
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Przyjeto w tym przykladzie jako wartosci state D =4 D
orazD =20 H,astada =0,2. Wobec tych danych parametr
9 jest funkcja zalezaca od liczby dzwigarow:

g=" 44 = ﬁ n.
16 16
W Tabl. 2 zestawiono parametry analizy.

Table 2. Geometric parameters of the example of
orthotropic plate

Tablica 2. Geometryczne parametry przyktadu ptyty
ortotropowej

n 6 8 10 12
B/L 0.75 1 1.25 1.50

9 3J2/8 V272 5v2/8 3J2/4

Wykresy przedstawione na Rys. 3 wskazuja na maty wptyw
geometrii mostu (czyli n) na rozdzial poprzeczny obciaze-
nia. Wobec tego na Rys. 4 przedstawiono taka sama analizg,
ale przy przyjeciu modelu plyty izotopowej i parametrow
charakterystycznych o = 1 oraz 3 = B/L. W tym przypadku
wykresy podlegaja juz widocznej zmianie, a wigc wniosek
wynikajacy z wykresow podanych na Rys. 3 nie jest ogol-
nym.

n==6 n=10
n=38 n =12
0.20
— D \
S8 0154 P~
SN "
53 N
8 x \k\\
2F 010 NS
25 \\
22 R
3 2 005 SnaSSeRRIl
aZg ~—
\'N._
0.00

1 2 3 4 65 6 7 8 9 10 11 12

No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 4. Graphs of K, (girder 3) versus width of isotropic plate
B=nb

Rys. 4. Wykresy K, (dzwigara 3) w zaleznosci od szerokosci
ptyty izotropowej B = n-b
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'ruj) No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 3. Graphs of K, (girder 3) versus width of orthotropic plate
B=nb

Rys. 3. Wykresy K, (dzwigara 3) w zaleznosci od szerokosci
ptyty ortotropowej B = n-b

The units of D, D , 2H in such calculations are not rele-
vant. The results of calculations have been related to a spe-
cial case — the isotropic plate (D, =D , wherea = I and
9 =1/2). Presented in Fig. 2 graphs show a significant
influence of the characteristic parameter o, at a constant
value 9. In the analysed case, the variability of the results
is due to the stiffness of H. In the case of an isotropic plate,
the graph is similar to the straight line.

Graphs of the transverse load distribution also of the
girder 3 but depending on the in plan geometry of the
orthotropic plate are presented in Fig. 3. In this case, the
ratio of the span width to its length is defined by the num-
ber of girders n as:

B/L=n/8 .

In this example, constant values D, =4 D ‘and D =20 H
have been adopted and thus o = 0.2. In view of these data,
the parameter 3 is a function that depends on the number
of girders:

3 =£4\f=£n.
16 16

Table 2 shows the parameters of the analysis.

The graphs given in Fig. 3 indicate a small effect of the
bridgegeometry (i.e. n) on the transverse load distribution.
Whereas, Fig. 4 shows the same analysis, but assuming the
model of the isotopic plate and characteristic parameters
o =1,and 9 = B/L. In this case, the graphs are different,
thus the conclusion drawn from the graphs shown in Fig. 3
is not general.
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3. MODEL RUSZTU PLASKIEGO

Na Rys. 5 przedstawiono model mostu w postaci rusztu
ptaskiego, utworzonego z n = 8 dzwigaréw gtéwnych, o
rozstawie b, gdy m = 3 jest liczba poprzecznic przgstowych
o rozstawie c¢. Wobec tego szeroko$¢ konstrukcji jest rowna
B=n"-b, ajej rozpigtos¢ mozna okresli¢ jako L = (m + 1)c.
Nizej porownujemy dwa modele w postaci ptyty ortotropo-
wej (Rys. 1) oraz rusztu ptaskiego. Poniewaz w modelu Le-
onhardta [5] pominigto sztywno$ci na skrecanie, stad we
wzorze (4) H= 0 oraz parametr o, = 0. Jedynym parametrem
charakterystycznym model ptyty ortotropowej pozostaje 3.
Podstawiajac do wzoru (5) parametry geometryczne rusztu,
jak na Rys. 5, otrzymujemy:

EI
g=tb % € (10)
2L\ b EI,
sztywnos¢ plyty ortotropowej okresla si¢ wzorami [6, 9]:
EI
D =—2=* (11)
X b
oraz EI
D =—=. (12)
: c
Z rownania (10) otrzymujemy:
474 4 3
geotb Bl e n (bj EL a3
16L' b EI, 2(m+D\2L) EI,

Parametr charakterystyczny ptyty ortotropowej 9 zwiazany
jest z parametrem charakterystycznym rusztu z zalezno$cia
z=9"". Stad otrzymamy wzor ogdlny w ujeciu metody
Leonharda:

Z:2(m+1)(2LJ3 El, (14)

© \b) EI

n
Wprowadzony przez Leonhardta parametr charakterystycz-
ny rusztu z [8] podawany jest w literaturze np. [10] jako:

3 EI
=(2’;] -, (15)

dla uktadu geometrycznego o czterech dzwigarach gtow-
nych, st¢zonych jedna poprzecznica przgstowa. Przyjmujac
oznaczenia stosowane w artykule i na Rys. 5 otrzymujemy
n=41im = 1. Po podstawieniu tych danych do wzoru (14)
otrzymujemy postac:

3 3
222'2(%] El, [Lj El,
64\ b ) EI. \2b) EI,

zgodna z (15).

3. FLAT GRILLAGE MODEL

Fig. 5 shows a model of the bridge, consisting of n = 8
main girders, with spacing b, whereas m = 3 is the number
of cross-beams with the spacing c. Thus, the width of the
structure is equal to B=n - b, and its span can be defined as
L= (m+ 1)c. Below the orthotropic plate model, as shown
in Fig. 1, and the flat grillage model are compared. Since
in the Leonhardt model [5], the torsional stiffness is omit-
ted, in the formula (4) H = 0 and the parameter o = 0. The
only characteristic parameter of the orthotropic plate
model is 3. By substituting to the equation (5) the geomet-
ric parameters of the grillage, as shown in Fig. 5, we ob-
tain:

_nb |EI_ ¢

B ¢ 10
2L\ b EI, (10)

the stiffness of the orthotropic plate is determined by the
formulas [6, 9]:

D =—2 (11)
b
and El
D, =—2. (12)
’ ¢
From the equation (10) we obtain:
«_n'b" EI ¢ n* (b)Y EI
8" = - = — =~ (13)
leL' b EI, 2(m+D\2L) EI,

y

bf2 | | (n-1)b | | b2
B=nxb

Fig. 5. Flat grillage model
Rys. 5. Model rusztu ptaskiego
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Jak wida¢ z podanego wywodu wzor (14) powstat z porow-
nania dwoch, ro6znych modeli i metod obliczen: ptyty orto-
tropowej [6, 10] 1 rusztu ptaskiego [8]. Jest on stosowany do
kwalifikacji rusztu jako ukladu ze sztywna poprzecznica
[2, 3, 10], gdy spetniony jest warunek:

LY EI,
=(J —2>30. (16)
2b) EI.
Wobec zatozen przyjetych w [8] do okreslenia parametru z
w (16) widoczne jest, ze w metodzie sztywnej poprzecznicy
nalezy uwzgledni¢ rdwniez liczbe dzwigarow glownych n
i poprzecznic przestowych m, zgodnie ze wzorem (14):

_2(m+D) (’"”)[uyﬂywo. (17)
) E.

Na Rys. 6 przedstawiono rozdzial poprzeczny obciazenia
w ruszcie zbudowanym z n = 8 dzwigaréw gtéwnych i r6z-
nej liczby poprzecznic przgstowych m. Jako parametry state
przyjeto proporcje L/2b =6 (2L/b = 24) oraz gdy sztywnosci
saq w proporcji £ /EI = 6. Zgodnie ze wzorem (15) daje to
stata warto$¢ z = 6°/6 =36. Wobec tego z obliczonej warto-
sci z, zgodnie z warunkiem podanym w (16) nalezy wnio-
skowa¢, ze analizowane na Rys. 6 przypadki mieszcza si¢
w zakresie rozwiazan metody sztywnej poprzecznicy. Jed-
nak w przypadku stosowania wiasciwego wzoru (17), obli-
czone wartosci:

n

_2m+1) Am+1) 5,51 1
84
zestawione w Tabl. 3 sa zupetnie inne. Potwierdza to istotny
wplyw liczby dzwigarow gldwnych i poprzecznic na kwali-
fikacje stosowana w metodzie Leonharda.

( +1),

m =1 m =5 m =3
0.30
0.25
=2
8 0.20
(0]
S
= N
© 2015
8 x
=
E § 0.10 ‘
B 2 005 \\
o=z N
0.00 —p
b 3 4 5 7
-0.05 !

No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 6. Graphs of K, (girder 3) versus the number of cross-beams
Rys. 6. Wykresy K, (dzwigara 3) w zaleznosci od liczby
poprzecznic przestowych

A characteristic parameter of the orthotropic plate 9 is re-
lated to the characteristic parameter of the grillage by the
relationship z =9 . Hence we get the general formula in
terms of the Leonhardt method:

MD(M) H, (14)
‘ b ) EI,

n
The grillage characteristic z parameter [8], introduced by
Leonhardt, is mentioned in the literature, e.g. [10] as:

S EI
:(L) y (15)
2b) EI,

for the geometric arrangement consisting of four main gir-
ders, braced by one cross-beam. Assuming the notation
used in the paper and in Fig. 5, we obtainn =4 and m = 1.
After substituting these data into the formula (14) we obtain

the form:
_2.2[2]4)3 EI, _(LI EI,
64\ b ) EI. \2b) EI_°
that is consistent with (15).

As can be seen from the above analysis, the formula (14)
was derived from a comparison of two different models
and methods of calculation: of the orthotropic plate [6, 10]
and the flat grillage [8]. It is used for the qualification of
the grillage as a structure meeting the assumptions of the
Courbon’s Theory [2, 3, 10], after meeting the condition:

L\ EI
z=(j " 230, (16)
2b) EI

In view of the assumptions adopted in [8] to define a pa-
rameter z in (16) it can be seen that in the stiff cross-beam
method one must also take into account the number of
main girders n and cross-beams m, according to (14):

mn(%) B, a7
‘ b ) EI,

n
Fig. 6 shows the transverse load distribution in the grillage
consisting of » = § main girders and a changing number of
cross-beams m. As constant parameters there was assumed
a ratio L/2b = 6 (2L/b = 24), and the stiffness ratio
EI /EI = 6. Inaccordance with the formula (15), it gives a
constant value of z= 6°/6 = 36. Therefore, from the calcu-
lated value of z, in accordance with the condition given in
(16), it must be concluded that the cases analysed in Fig. 6
are are meeting the conditions of the Courbon’s Theory.
However, in the case of using the correct formula (17), the
calculated values:

84

( +1),
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Table 3. Characteristic parameters of grid and
orthotropic plate in the analysed example of span
Tablica 3. Charakterystyczne parametry rusztu i ptyty
ortotropowej w analizowanym przyktadzie przesta

m 1 2 3 4 5 6
z 2.25 3.375 4.50 5.625 6.75 7.875
0.8165 | 0.7378 | 0.6866 | 0.6493 | 0.6204 | 0.5969

Wyniki obliczen podane na Rys. 6 wykonano z wykorzysta-
niem modelu podanego na Rys. 1 a wigc plyty ortotropowej
— przy przyjeciu H = 0. Wartos¢ D obliczono z zalezno$ci
(4) 1 wartosci 3 zestawionych w Tabl. 2. Wobec danej geo-
metrii rusztu (i plyty ortotropowej), ze wzoru (5) o postaci:

L
24\D,

otrzymujemy w tym przyktadzie nastepujaca zaleznosc po-
migdzy sztywnosciami gigtnymi:
D z

X

v 34 8‘ 4 a xt
Z wykresow podanych na Rys. 6 wynika, ze odbiegaja one
znacznie od linii prostej a wigc od rozwiazania uzyskanego
zmetody sztywnej poprzecznicy, a proporcje wynikow uzy-
skanych ze wzorow (14) 1 (15):

Amn[uj[%)(4jn«1 (18)
n' b L n 2

zestawionych w Tabl. 4 sa bardzo zréznicowane. Wobec
tego stosowany wzor (14) moze powodowac znaczne biedy
wynikow, co pokazano na Rys. 6.

Model rusztu ptaskiego, podany na Rys. 5, mozna wigc za-
stgpowac modelem plyty ortotropowej, bowiem gdy uwz-
gledniamy sztywnos$¢ na skrgcanie elementow rusztu:

Gl Gl Gp
Gt (19)

2H=—=> 4 2 4
b c 12
istotny staje si¢ parametr charakterystyczny o ze wzoru (4).
Ostatni czton wzoru (19) dotyczy plyty pomostowej zespo-
lonej z belkami rusztu, o grubosci . Wobec tego w rozwiaza-
niu réwnania (1) wystapia obydwa parametry charakterysty-
czne plyty ortotropowej, podane we wzorach (4) i (5).

W modelu ptyty ortotropowej stosujemy jako obciazenie
stuzace do rozdziatu poprzecznego obciazenia sitg
rozlozona wzdhuz dzwigara glownego p = sin(nx/L), nato-
miast w przypadku rusztu sit¢ skupiona P =1 w $rodku roz-
pigtosci przesta. Jezeli w obydwu przypadkach za podstawe

summarized in Table 3 are quite different. This confirms
the significant influence of the number of main girders and
cross-beams on the classification used in the Leonhardt
method.

The calculation results shown in Fig. 6 have been per-
formed using the model given in Fig. 1, i.e. the orthotropic
plate —assuming H=0. D _ value has been calculated from
the relationship (4) and values 3 listed in Table 2. In view
of assumed geometry of the grillage (and the orthotropic
plate), from the formula (5) in the form:

_8 DX
241D
y

we obtain in this example the following relationship be-
tween the flexural stiffnesses:

D z

v 3494 a x
From the graphs shown in Fig. 6 results, that they deviate
significantly from a straight line, i.e. from the solution obtai-
ned using the Courbon’s Theory, and the proportions of the
results obtained from the formulas (14) and (15):

Azwnm(zb) mml a8)
nt b L n 2

summarized in Table 4 are very diversed. Therefore, used
formula (14), may cause significant errors in the results, as
shown in Fig. 6.

Table 4. Results of comparison of parameter
calculated according to the global formula (15) and
simplified formula (16)

Tablica 4. Wyniki poréwnania parametru z obliczonych
ze wzoru ogoélnego (15) i uproszczonego (16)

m or/lub n 1 2 3 4 5 6 7
n=4 1.0 1.5 20 | 25 | 3.0 | 35 4.0
n=238 1/16 | 3/32 | 1/8 | 5/32 | 3/16 | 7/32 | 1/4
m=1 - 8 3.16 | 1.00 | 0.41 | 0.20 | 0.11

Thus, the model of the flat grillage, presented in Fig. 5 can
be replaced with the orthotropic plate model because when
we take into account the torsional stiffness of the grillage

elements:
7 GI 3
2H=G”+ Sy+GZ
b c 12

the characteristic parameter o0 from the formula (4) becomes
important. The last element of equation (19) applies to the

; (19)
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tworzenia rozdzialu poprzecznego obcigzenia przyjmujemy
ugiecia w Srodku rozpigtosci przesta (w, —rusztuiw, —plyty)
powstanie réznica wynikow o statej wartosci:

> LEI Yot
w, __PL x [") =T 1015, (20)
w, 48EI_ 2P \L) 96
Wzgledna roznica wynikow wystepujaca w obydwu modela
jest wigc niewielka bo sigga 1,5%. Oczywiscie mozna ja
zredukowac stosujac zamiast pojedynczego wyrazu szeregu
Fouriera kilka wyrazow.

4. POWIERZCHNIE WPLYWU
W MODELACH PRETOWYCH

Do obliczen statycznych pomostow o konstrukcji ptytowo-
zebrowej wykorzystujemy obecnie powierzchnie wplywu
sit przekrojowych. W obliczeniach, z zastosowaniem MES,
mozna realizowa¢ modele zblizone do rzeczywistego uktadu
konstrukcji, a wigc odwzorowane w przestrzeni 3D, nato-
miast w przypadku mostow ptytowo-zebrowych wystar-
czajaco doktadne sa modele 2D. Do tworzenia powierzchni
wplywu sit przekrojowych dogodne jest korzystanie z meto-
dy kinematycznej, podanej w [1]. W przypadku okreslania
ksztaltu wykresu rozdziatu poprzecznego obciazenia korzy-
stamy z powierzchni wplywu momentow zginajacych [1]
lub ugigcia w $rodku rozpigtosci dowolnie wybranego dzwi-
gara glownego.

Na Rys. 7 przedstawiono wynik obliczen uktadu ztozonego
z 8 dzwigaréw gtownych i 7 poprzecznic przgstowych.
W przyjetym modelu rusztu plaskiego zastosowano propo-
rcje sztywnosci pretow EI /EI = 3,292 oraz jednakowy ich
rozstaw b = ¢ = L/8 (por. Rys. 5). Wobec tego geometria
przgsta tworzy proporcje B/L = 1. Parametr charakterystycz-
ny Leonharda rusztu plaskiego:

__2(7+D) 16
8% 3,292

jest w tym przypadku znacznie mniejszy od warto$ci przyj-
mowanej w metodzie sztywnej poprzecznicy gdyby propo-
rcje sztywnosci pretow spetniaty warunek £7 /EI |/ <1,875.
Wyroézniony na Rys. 7 wykres, powstaty w srodku rozpigto-
$ci przesta, wzdtuz poprzecznicy $rodkowej tworzy profil
poprzeczny powierzchni wplywu momentéow o ksztalcie
zblizonym do rozdzialu poprzecznego obciazenia analizo-
wanego dzwigara 3.

b

Na Rys. 8 naniesiono wykres z Rys. 7, uzyskany z powierzch-
ni wptywu momentéw (oznaczony jako M), i odniesiono go
do linii uzyskanej z klasycznego rozdziatu poprzecznego

bridge plate connected to beams of the grillage of the thick-
ness 7. Thus, in the solution of equation (1) there will occur
both characteristic parameters of the orthotropic plate
given in the formulas (4) and (5).

In the orthotropic plate model we use as a load for the
transverse load distribution the force distributed along the
main girder p = sin(mtx/L), whereas in the case of the gril-
lage, the force P =1 concentrated in the middle of the span.
If in both cases we accept, as the criterion for the creation
of transverse load distribution, deflections in the middle of
the beam span (w, — grillage and w_— plate) a constant dif-
ference of results will appear:

3 4 4
», __PL LEI(”) T 1015, (20)
w, 48El 2P \L 96
Thus, the relative difference of results occurring in both
models is small reaching 1.5%. Of course, it can be re-
duced by using several terms instead of a single term of
a Fourier series.

4. INFLUENCE SURFACES IN BAR
MODELS

For the static calculations of beam-slab decks the influence
surfaces of cross-sectional forces can be used. In the FEM
calculations, the models close to the actual structural sys-
tem can be used, i.e. discretised in 3D space. In the case of
beam-slab bridges 2D models are sufficient. To create in-
fluence surfaces of cross-sectional forces it is convenient
to use the kinematic method described in [1]. In determin-
ing the shape of the graph presenting the transverse load
distribution we use the influence surfaces of bending mo-
ments [1] or deflections in the middle of the span of the ar-
bitrarily selected main girder.

Results of calculations of the structure consisting of eight
main girders and seven cross-beams are shown in Fig. 7.
This model of the flat grillage uses stiffness ratio of the bars
EI /EI =3.292, and their identical spacing b =c = L/8 (see
Fig. 5). Therefore, the geometry of the span forms a propor-
tion of B/L = 1. The Leonhardt characteristic parameter of
the flat grillage:

3
20+ 160 o
gt 3.292

is in this case much smaller than the value adopted in the
Courbon’s method if the proportions of bar stiffness met
the condition EI /EI /< 1.875. The graph highlighted in
Fig. 7, formed in the middle of the span along the central
cross-beam forms a transversal profile of the influence
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obciazenia a wigc powstatego na podstawie ugieé
(oznaczony jako w). Widoczna réznica wynikow jest
spowodowana metodyka wyznaczania obydwu wykresow
(na podstawie ugie¢ i momentdw zginajacych). Nie jest to
btad obliczen lub modelu obiektu. Petna zgodnos$é
wykres6w podanych na Rys. 8 uzyskuje si¢ gdy w ruszcie
wystepuje jedna poprzecznica przgstowa. Wowczas
wyniki nie zalezy od proporcji sztywnosci E/ /ET .

Fig. 7. The influence surface of bending moment in the centre
of girder 3 span

Rys. 7. Powierzchnia wptywu momentu zginajgcego w srodku
rozpietosci dzwigara 3

Przy zachowaniu odpowiednich parametrow charaktery-
stycznych rusztu i ptyty ortotropowej oraz z powierzchni
wplywu ugigcia uzyskuje si¢ zblizone wartosci rozdziatu
poprzecznego obciazenia. Wykres przedstawiony na Rys. 8
mozna uzyskac rowniez w przypadku jednej poprzecznicy
przestowej, gdy EI /EI = 0,823 w przgsle utworzonym
z n = 8 dzwigarow glownych i proporcji B/L = 1, bowiem
spelniony bedzie warunek:

L2014+ 16
8* 0,823

Model ptyty ortotropowej dotyczy przeset o regularnej bu-
dowie, czyli uktadu o jednakowych rozstawach dzwigarow
glownych b i poprzecznic przgstowych ¢ oraz ich sztywnosci
El 1 El . W ukladach nieregularnych model ten nie jest
przydatny do tworzenia rozdziatu poprzecznego obciazenia.
Skutecznym w takim przypadku pozostaje model rusztu
plaskiego ale w ujgciu ogdélnym z zastosowaniem MES. Na
Rys. 9 porownano dwa wykresy utworzone z rozwiazania
rusztu o ogolnej geometrii podanej na Rys. 7. W rozpatrywa-
nym przypadku przyjgto ruszt o geometrii i sztywnos$ciach

b

surface of the moments with a shape similar to a transverse
load distribution of the analysed girder No. 3.

Fig. 8 includes a graph from Fig. 7, obtained from the influ-
ence surface of the moments (denoted as M), and refer-
enced to the line obtained from the classical transverse load
distribution and hence created on the basis of deflections
(indicated by w). The apparent difference of the results is
due to the methodology for determining the two graphs
(based on deflections and bending moments). This is not
computational or modeling error. The full compatibility of
graphs shown in Fig. 8 is obtained when there is a single
cross-beam in the grillage. Then the results do not depend
on the ratio of the stiffness E/ /EI y"

—_— M —
0.30
0.25 y \
= 3 /. \
S® . ~\
38 0204 SN
L o
£ X / A
o 9 L AN
o = 0.15
O x N
5 NG
2 2 010 \
@ Z 0.05 k
a2 \\
0.00
2 : 4 ; 6 7 \
-0.05

No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 8. Graphs of K;, (girder 3) created from the influence
surfaces of bending moments M and deflections w

Rys. 8. Wykresy K, (dzwigara 3) utworzone z powierzchni
wptywu momentow zginajacych M i ugie¢ w

Taking into account the adequate characteristic parameters
of the grillage and the orthotropic plate and the influence
surface of the deflection, the similar values of the transverse
load distribution are obtained. The graph shown in Fig. 8
can also be obtained in the case of a single cross-beam
when E/ /EI = 0.823 in the span consisting of 7 =8 main
girders and the ratio B/L = 1 because the following condi-

tion is met: 2 (141 161
,=20+D ~4.86.
8t 0.823

The orthotropic plate model applies to regular spans, i.e.
with equal spacing of main girders b and cross-beams ¢ and
constant stiffness E/ and E/ . In irregular systems this
model is not suitable for the generation of the transverse
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regularnych (jak na Rys. 7) oraz uktad, w ktorym sztywnos¢
dzwigara 1 jest dwukrotnie mniejsza od pozostatych dzwi-
garow gtéwnych, czyli gdy E/ (1)/EI = 0,5. Obydwa wy-
kresy utworzono z wykorzystaniem ugie¢, stad jeden z nich
przedstawiono wczesniej na Rys. 8.

El (1YEI =05

regular / regularny

0.25

0.20 47 N

Pl
$® '\
(3] .g 0.15 \
g0 \\
X
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§¢ N\
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-0.05

No. of girder / Numer dzwigara

Fig. 9. Graphs of K, (girder 3) in the regular and irregular
spacing

Rys. 9. Wykresy K, (dzwigara 3) w uktadzie regularnym

i nieregularnym

Z poréwnania tych wykresow wynika, ze dwukrotne zmniej-
szenie sztywnos$ci dzwigara skrajnego wywotuje znaczne
zmiany rozdziatu poprzecznego obciazenia w strefie dzwi-
garow przyleglych 1, 2, 3. Jest to efekt spelnienia zasady
wytrzymato$ciowej: elementy o wigkszej sztywnosci przej-
muja w uktadzie wigksza czg$¢ obciazenia, odciazajac tym
samym elementy o mniejszej sztywnosci. Nalezy przy tym
pamigta¢, ze w uktadach nieregularnych wspotczynniki roz-
dzialu poprzecznego obciazenia, w ogodlnosci nie zacho-
wuja zasady wzajemnosci, czyli:

K, #K . (21)

Dotyczy to rowniez metody sztywnej poprzecznicy, gdy
z>30.

5. WNIOSKI

Rozdziat poprzeczny obciazenia jest od dawna stosowany
do obliczen statycznych mostow. Umozliwia on bowiem
uproszczenie obliczen przgsel: wielobelkowych, ptytowo-
zebrowych i ptytowych. Obecnie, mimo wielu udogodnien

load distribution. In such a case, the model of the flat gril-
lage is effective, but in general approach, with the use of
FEM. Two graphs created with the solution of the grillage
with the general geometry shown in Fig. 7 are compared in
Fig. 9. In the considered case, the grillage with regular ge-
ometry and stiffness has been adopted (as shown in Fig. 7)
and the structure in which the stiffness of the girder 1 is
two times smaller than the other main girders, i.e. when £
I (1)/EI . =0.5. Both graphs were created with the use of
deflections, hence one of them was previously presented
in Fig. 8.

The comparison of these graphs shows that a double re-
duction in stiffness of the edge girder results in significant
changes in the transverse load distribution in the zone of
adjacent girders 1, 2, 3. It is the effect of meeting the fol-
lowing principle: elements having a larger stiffness take in
the system the greater part of the load, thus unloading ele-
ments with a lower stiffness. It should be remembered that
in irregular systems, the transverse load distribution fac-
tors, in general, do not retain the principle of reciprocity,
ie.

K, #K . 1)

This also applies to the Courbon’s method, when z > 30.

5. CONCLUSIONS

The transverse load distribution has long been used for
static calculations of bridges. It allows to simplify the cal-
culations of spans: multi-beam, beam-slab, and plate
bridges. Currently, despite many computational improve-
ments, the methods based on the transverse load distribu-
tion are used for case study analyses and in teaching,
where it is possible to obtain general conclusions on se-
lected groups of bridges using simple computational mod-
els.

The model of a flat grillage in terms of the Leonhardt
method [8] is of limited use because of the assumptions:
the lack of the bridge plate and a small torsional stiffness
(steel girders). As is clear from the general formula, elabo-
rated in the paper, given in formula (14) in the calculations
ofthe characteristic parameter z of the method, the number
of the main beams and cross-beams must be taken into ac-
count. This also applies to the qualifications of the grillage
model in the case of the the Courbon’s method.

The model of an orthotropic plate is more versatile (more
general). It also enables to solve the models implemented in
the Leonhardt method. However, the model of the
orthotropic plate in the Guyon-Massonnet and Cusens-Puma



Roads and Bridges - Drogi i Mosty 13 (2014) 131 - 143 143

obliczeniowych sposoby oparte na rozdziale poprzecznym
obciazen sa wykorzystywane do analiz studialnych i w dy-
daktyce, gdzie mozliwe jest uzyskanie ogdlnych wnioskow
dotyczacych wybranych grup obiektéw mostowych przy
zastosowaniu prostych modeli obliczeniowych.

Model rusztu ptaskiego w ujgciu metody Leonhardta [8] ma
ograniczone zastosowanie z uwagi na przyjete zatozenia:
brak plyty pomostowej i mata sztywnos$¢ na skrecanie
(dzwigary stalowe). Jak wynika z wyprowadzonej w pracy
ogolnej formule podanej we wzorze (14) w obliczeniach pa-
rametru charakterystycznego metody z nalezy uwzgledniaé
liczbe dzwigardw gtéwnych i poprzecznic przestowych.
Dotyczy to rowniez kwalifikacji modelu rusztu do przypad-
ku metody sztywnej poprzecznicy.

Bardziej uniwersalnym (ogo6lniejszym) jest model plyty or-
totropowej. Umozliwia on bowiem rozwiazywanie rowniez
modeli realizowanych w metodzie Leonharda. Model ptyty
ortotropowej w rozwigzaniach Guyon-Massonnet oraz Cu-
sens-Puma dotyczy jednak uktadéw o regularnej budowie.
Najbardziej uniwersalnym modelem jest uktad pretowy z za-
stosowaniem MES [1]. Pozwala on bowiem na odwzorowa-
nie dowolnych mostéw, rowniez nieregularnych jako
uktadow pretowych ptaskich (2D) i przestrzennych (3D),
o réznych schematach statycznych. W tym ujeciu rozwiaza-
nia nie jest konieczna korekta rozdziatu poprzecznego
obciazenia jaka stosujemy w przypadku modeli jedno-
przegstowych, w rzucie prostokatnych jak na Rys. 11 Rys. 5
czyli gdy schemat mostu jest np. ramowy.

W przypadku wynikoéw podanym na Rys. 8 wskazano na ro6-
znice wykresow wynikajacych z metodyki wyznaczania
rozdzialu poprzecznego obciazenia. W klasycznej metodzie
obliczen [2-6, 8] wykorzystujemy ugigcia. W przypadku
stosowania powierzchni wplywu [1] dogodne jest korzysta-
nie z momentéw zginajacych. W ogoélnosci wyniki w posta-
ci rozdziatu poprzecznego obciazenia mogg si¢ r6znic.
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