
STRESZCZENIE. W pracy zaproponowano metodê oceny
wytrzyma³oœci zmêczeniowej konstrukcji mostowych na
podstawie analizy modelu numerycznego. Umiejêtnoœæ
okreœlenia trwa³oœci uszkodzonego przês³a mostu w funkcji
liczby cykli obci¹¿eñ umo¿liwia podejmowanie decyzji
dotycz¹cej zakresu jego ewentualnej naprawy. Uzasadniono
mo¿liwoœæ wykorzystania metody korelacji przemieszczeñ
(DCT) do okreœlania prêdkoœci rozwoju pêkniêæ zmêcze-
niowych wystêpuj¹cych w obiektach stalowych mostów
wojskowych. Otrzymane rezultaty obliczeñ trwa³oœci zmêcze-
niowej mostu porównano z wynikami uzyskanymi przy
zastosowaniu innych metod realizowanych przy u¿yciu
oprogramowania komputerowego FRANC2D oraz z wynikami
badañ laboratoryjnych. Potwierdzono przydatnoœæ w praktyce
in¿ynierskiej programu FRANC2D do wykorzystania w ana-
lizach rozwoju pêkniêæ w stalowych obiektach mostowych.

S£OWA KLUCZOWE: most stalowy, pêkniêcie zmêczeniowe,
wytrzyma³oœæ materia³ów.

ABSTRACT. This article proposes a method for predicting the
fatigue life of steel bridges based on a numerical model. Being
able to predict the residual life of a damaged bridge span
expressed as the number of load cycles facilitates undertaking
the right decisions on the time and scope of the necessary
repairs. This research confirmed the applicability of the
displacement correlation technique (DCT) for determination of
the fatigue crack propagation rate in steel military bridges. The
results of fatigue strength calculations carried out for the
analysed bridge were compared with the results obtained with
the other techniques available in FRANC2D program and with
the laboratory results. The software program FRANC2D was
found useful in analysing the phenomenon of crack propagation
in steel bridges.
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1. WSTÊP

Mosty wojskowe, zarówno nisko- jak i wysokowodne, to
stosunkowo proste konstrukcje in¿ynierskie przeznaczone
przede wszystkim do zabezpieczenia mobilnoœci podod-
dzia³ów wojskowych. Jednak doœæ czêsto w sytuacjach
kryzysowych (np. podczas powodzi lub miejscowych pod-
topieñ) konstrukcje te s¹ równie¿ wykorzystywane przez
ludnoœæ cywiln¹. W przypadku budowy mostów wojsko-
wych ich przês³a wykonywane s¹ najczêœciej z kszta³tow-
ników stalowych dostêpnych na danym obszarze kraju.

W przypadku obiektów mostowych niezmiernie istotna
jest umiejêtnoœæ okreœlenia trwa³oœci uszkodzonego
przês³a mostowego w funkcji liczby cykli obci¹¿eñ, gdy¿
umo¿liwia to osobie odpowiedzialnej za eksploatacjê ta-
kiego obiektu na ewentualne podejmowanie czynnoœci za-
bezpieczaj¹cych uszkodzony element mostu w trakcie jego
eksploatacji lub decyzji o koniecznoœci budowy nowego
obiektu. Fakt ten jest szczególnie wa¿ny w ró¿nych sytua-
cjach kryzysowych lub w warunkach wojennych.

Jednym z podstawowych parametrów wykorzystywanych
podczas analiz zwi¹zanych z ocen¹ trwa³oœci eksploatacyj-
nej obiektów stalowych, maj¹cych uszkodzenie o okreœlo-
nej wielkoœci, jest wspó³czynnik intensywnoœci naprê¿eñ
K . Nale¿y mieæ na uwadze, ¿e dok³adnoœæ analiz zmêcze-
niowych elementów konstrukcyjnych mostów uzale¿niona
jest od dostêpu do w³aœciwych wzorów i programów umo-
¿liwiaj¹cych ich obliczanie. Znaczna czêœæ wzorów opi-
suj¹cych prêdkoœæ wzrostu pêkniêæ zmêczeniowych (np.
wzory Parisa lub Formana [1]) wykorzystuje wspó³czynnik
intensywnoœci naprê¿eñ K i dlatego równie¿ w niniejszej
pracy skupiono siê nad okreœleniem tej wielkoœci.

Wartoœæ wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K obli-
czano przy zastosowaniu metody korelacji przemieszczeñ
DCT (Displacement Correlation Technique) [2] oraz po-
równano otrzymane wyniki z rezultatami uzyskanymi me-
tod¹ wykorzystuj¹c¹ w³aœciwoœci ca³ki J (J-integral) [1],
[2] oraz metod¹ MCCIT (Modified Crack Closure Integral
Technique) [2]. Wszystkie obliczenia zrealizowano przy
wykorzystaniu specjalistycznego programu FRANC2D
opisanego w [3], który umo¿liwia wykonanie obliczeñ wa-
rtoœci wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K przy u¿y-
ciu jednej z trzech wy¿ej wymienionych metod.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE METODY
KORELACJI PRZEMIESZCZEÑ DCT

W pracy [2] przedstawiono dwa zasadnicze podejœcia
przy obliczaniu wartoœci wspó³czynnika intensywnoœci

1. INTRODUCTION

Military bridges, of both low- and high-water design are
relatively simple engineering structures designed to en-
sure mobility of troops as their primary application. Be-
sides, they are quite often used by civilians during
emergencies, such as small and large scale floods.
Locally available steel section are the main material used
for construction of military bridges.

One of the key factors taken into account when deciding
whether to implement protective measures and continue
operation of a damaged bridge or replace it with a new
construction is the life time of the structure expressed as
the number of load cycles. This gains on importance in
various emergency situations and at the time of war.

Knowing the size of damage, the stress intensity factor K
is used as one of the main parameters for predicting the
residual life of a steel bridge. It is important to note that
the accuracy of fatigue life analyses of the structural
bridge components depends on the availability of ade-
quate formulas and software programs. The stress inten-
sity factor K appears in a majority of equations used for
determining the rate of increase of fatigue cracks (such as
Paris equation and Forman's equation [1]) and, for this
reason it is the focus of this research.

The stress intensity factor K was calculated with the Dis-
placement Correlation Technique (DCT) [2] and the re-
sults were compared with the values obtained with other
methods, namely J-integral method [1], [2] and Mod-
ified Crack Closure Integral Technique (MCCIT) [2].
All the computations were carried out with FRANC2D
(http://www.cfg.cornell.edu/index.htm) [3] – a special
software tool allowing to calculate the value of K with
each of the three above-mentioned methods.

2. THEORETICAL BASIS OF THE
DISPLACEMENT CORRELATION
TECHNIQUE (DCT)

Two main approaches to calculate the value of the stress
intensity factor K are described in article [2]: direct – in
which FEM results are compared with the obtained value
of K factor and energy based approach using the concept
of energy release rate G. According to the authors of [2]
(on the basis of [4]) DCT is one of the simplest and earli-
est methods used to determine the stress intensity factor K
by using FEM results. DCT is one of direct methods for
determining the K value.

24 Artur Duchaczek, Zbigniew Mañko



naprê¿eñ K: podejœcie bezpoœrednie, które koreluje wyniki
uzyskane przy u¿yciu metody elementów skoñczonych
(MES) z wartoœci¹ K oraz podejœcie energetyczne, które
odnosi siê do pojêcia wspó³czynnika uwolnienia energii G.
Autorzy [2] (na podstawie pracy [4]) uwa¿aj¹, ¿e metoda
korelacji przemieszczeñ DCT jest jedn¹ z najprostszych
i historycznie jedn¹ z pierwszych metod u¿ywanych do
okreœlania wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K, przy
wykorzystaniu wyników uzyskanych metod¹ elementów
skoñczonych. Metoda DCT jest zatem przyk³adem metody
zaliczanej do metod bezpoœrednich okreœlania wartoœci K.

Wspó³czynniki intensywnoœci naprê¿eñ K w p³askim sta-
nie odkszta³ceñ okreœla siê ze wzorów (1) [2]:
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gdzie:

� – modu³ œcinania,

v – wspó³czynnik Poissona,

r – odleg³oœæ od wierzcho³ka pêkniêcia (punkt a na
Rys. 1a) do punktu korelacji (punkt b na Rys. 1a)

u v w
i i i
, , – przemieszenia punktu i w kierunkach osi x, y i z.

Te same wyra¿enia mog¹ byæ wykorzystane w p³askim sta-
nie naprê¿eñ, jeœli wielkoœæ v jest zastêpowana przez wyra-
¿enie v v( )1� [2]. Jedno z mo¿liwych rozwi¹zañ w tej me-
todzie zak³ada, ¿e wartoœæ wspó³czynnika intensywnoœci
naprê¿eñ K jest obliczana dla serii punktów zbli¿aj¹cych
siê do wierzcho³ka pêkniêcia. Nastêpnie sporz¹dza siê
krzyw¹ z otrzymanych wyników i ekstrapoluje siê tê funk-
cjê do r równego zero [1 - 2].

Obliczenia wartoœci wspó³czynnika intensywnoœci naprê-
¿eñ K mog¹ byæ dok³adniejsze, je¿eli na drodze pêkniêcia
wprowadzi siê cztery wêz³y ([2] za [5] i [6]), co zaprezen-
towano na Rys. 1b. W tym przypadku, wykorzystuj¹c war-
toœci przemieszczeñ wêz³ów wzd³u¿ powierzchni pêkniêcia,

The following equations (1) are used to calculate the
stress intensity factor K for in-plane strain state [2]:
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where:

� – shear modulus,

v – Poisson’s ratio,

r – distance between the crack top (point a in Fig. 1a) and
the correlation point (b in Fig. 1a),

u v w
i i i
, , – displacements of point i along axes x, y and z.

Upon substituting v with v v( )1� [2] the above expressions
may be used for in-plane stress state. One of the possible
solutions in this method assumes that the stress intensity
factor K is calculated for a series of points on the way up to
the crack top. The values are presented as a curve and the
function is extrapolated to r � 0 [1 - 2].
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Fig. 1. Layout of the sampling points for the displacement
correlation method: a) simple, b) modified, with four nodes
located in the crack area, showing node designation [2]
Rys. 1. Lokalizacja punktów próbkowania dla metody korelacji
przemieszczeñ: a) prostej, b) zmodyfikowanej, z uwzglêdnie-
niem czterech wêz³ów umieszczonych na pêkniêciu wraz
z oznakowaniem wêz³a [2]

a)

b)



wartoœæ wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K mo¿na
obliczaæ z zale¿noœci ujêtych w formie wyra¿enia (2) [2]:
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3. OBLICZENIE WSPÓ£CZYNNIKA
INTENSYWNOŒCI NAPRÊ¯EÑ PRZY
U¯YCIU PROGRAMU FRANC2D

Dla wspó³czesnego projektanta konstrukcji stalowych naj-
bardziej uniwersalnym narzêdziem do wyznaczania warto-
œci wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K s¹ algorytmy
wykorzystuj¹ce metodê elementów skoñczonych. Do ana-
lizy numerycznej rzeczywistego dŸwigara stalowego przy-
jêto jego model obliczeniowy, który zosta³ ju¿ poddany
wnikliwym analizom w pracach [7] i [8], a jego badania
laboratoryjne opisano szczegó³owo w pracach [9] oraz [10]
(Rys. 2). W badaniach tych testowano dwuteownik zwyk³y
o wysokoœci 400 mm, wykonany ze stali gatunku
S235JRG2.

Tworz¹c model obliczeniowy dŸwigara stalowego za³o¿o-
no, ¿e krytyczna d³ugoœæ pêkniêcia a znajdowaæ siê bêdzie
w obszarze jego œrodnika. Znaj¹c z kolei rozk³ad naprê¿eñ
normalnych w przekroju zginanego dwuteownika przyjêto,
¿e dla analizy propagacji szczeliny wystarczy przeanalizowaæ
tylko rozk³ad naprê¿eñ w jego œrodniku. W tym przypadku
do modelowania rozwoju pêkniêcia stali w œrodniku dŸwiga-
ra wykorzystano program oparty na metodzie elementów
skoñczonych FRANC2D [3]. Model geometryczny dŸwiga-
ra oraz generacjê siatki elementów skoñczonych wykonano
natomiast w programie CASCA (Rys. 3). Ustalaj¹c metody-
kê prowadzonych obliczeñ, podobnie jak w pracach [7] i [8],
opierano siê na metodzie opisanej szczegó³owo w [11].

A more accurate value of K is obtained by introducing four
nodes on the crack route ([2] on the basis of works [5] i
[6]), as illustrated in Fig. 1b. Knowing the displacements
of nodes along the fracture plane surface the K value may
be calculated with the relationships expressed as (2) [2]:
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3. CALCULATION OF THE STRESS
INTENSITY FACTOR WITH FRANC2D
PROGRAM

In the modern design, the most universal tool for calculat-
ing the K value needed in the design of steel structures are
finite element based algorithms. For numerical analysis
of a real-life steel girder a computational model was used,
which had been subjected to deep analyses in [7] and [8]
with a detailed description of laboratory testing in [9] and
[10] (Fig. 2). The test specimen was a 400 mm deep
S-section I-beam made of S235JRG2 steel.
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Fig 2. Assumed schemes: a) static system, b) layout of holes and the pre-cut notch
[9], [10]
Rys. 2. Przyjêty schemat: a) statyczny, b) rozmieszczenia otworów monta¿owych
oraz wykonanego naciêcia [9], [10]
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The computational model of steel girder was created as-
suming that the critical length of crack a is contained
within the web. Then, knowing the distribution of normal
stresses in the cross-section of bent I-beam, it was assumed
that for the purpose of crack propagation analysis it is
enough to know the distribution of stresses in the girder
web. The growth of crack in the girder web was modelled
with a finite element-based program FRANC2D [3]. A dif-
ferent program, CASCA (Fig. 3) was used to create the
geometrical model of the analysed girder and for the finite
element grid generation. Similarly to the researches re-
ported in [7] and [8] the computation methodology was
based on the method described in detail in [11].



Tworz¹c model obliczeniowy dŸwigara przyjêto jego
schemat statyczny w postaci belki swobodnie podpartej
(Rys. 2), przy czym modelowano jedynie œrodnik analizo-
wanego kszta³townika. Przyjêto obci¹¿enie dŸwigara si³¹
skupion¹ o wielkoœci 64,815 kN, co wywo³ywa³o w jego
œrodniku naprê¿enia normalne zbli¿one do wystêpuj¹cych
w trakcie badañ doœwiadczalnych w rzeczywistej belce
przy obci¹¿eniu o wielkoœci 320 kN [9], [10]. W modelu
tym przyjêto jedno podparcie przegubowo-przesuwne
(odebrany jeden stopieñ swobody) i jedno przegubowo-
nieprzesuwne (odebrane dwa stopnie swobody) umiejsco-
wione w osi obojêtnej œrodnika.

W modelu obliczeniowym dŸwigara w programie
FRANC2D pêkniêcie zainicjowano na krawêdzi dolnego
otworu (Rys. 3) w postaci szczeliny o d³ugoœci 2 mm prze-
biegaj¹cej w poprzek œrodnika. W modelu wierzcho³ka
szczeliny wykorzystano elementy skoñczone w postaci
rozety, sk³adaj¹cej siê z oœmiu trójk¹tnych elementów skoñ-
czonych, a w ka¿dym z nich wystêpowa³o po szeœæ
wêz³ów [11]. Pocz¹tkowa minimalna liczba elementów
skoñczonych na d³ugoœci pêkniêcia wynosi³a dwa. Obli-
czenia przeprowadzono przyjmuj¹c liniowo-sprê¿yst¹
analizê przyrostow¹. Siatka elementów skoñczonych mo-
delu dŸwigara zosta³a wygenerowana automatycznie i
sk³ada³a siê z ponad 5000 trójk¹tnych szeœciowêz³owych
izoparametrycznych elementów skoñczonych. Analizo-
wany w tych badaniach wzrost pêkniêcia podzielono na
odcinki o d³ugoœciach po 5 mm, które zrealizowano za po-
moc¹ programu FRANC2D (Rys. 3). Prowadz¹c propaga-
cjê pêkniêcia w œrodniku dŸwigara wykorzystano do-
stêpn¹ w tym programie opcjê automatycznego wyboru
kierunku wzrostu d³ugoœci pêkniêcia� . Dziêki przyjêtemu
sposobowi modelowania mo¿na by³o uzyskaæ mapy

The static system assumed in the computational model is
a simply supported beam (Fig. 2) and modelling was lim-
ited to the beam web only. The girder, as described above,
is loaded with a concentrate load of 64.815 kN, generat-
ing in the web normal stresses similar to those generated
in a real girder loaded with 320 kN [9], [10]. There are
two supports in the model: one roller support (one degree
of freedom fixed) and one hinge support (two degrees of
freedom fixed) located on the neutral axis in web.

In the beam model of FRANC2D the crack was initiated
at the lower hole edge (Fig. 3) in the form of a 2 mm long
open line running across the web. The crack top was mod-
elled as a rosette composed of eight (8 No.) six-node tri-
angular finite elements [11]. Initially there were at least
two finite elements on the crack length. The calculations
were done through the adopted linear plastic incremental
analysis. The FEM grid of the beam model was generated
automatically and consisted of over 5000 six-node
isoparametric finite elements. The analysed growth of
crack was divided into 5 mm long sections generated by
FRANC2D (Fig. 3). In the crack propagation analysis the
crack growth direction � was chosen by the program. The
adopted modelling method allowed to obtain a strain and
stress maps for each analysed crack growth.

The strength parameters of steel as assumed for the pur-
pose computations were similar to steel grade S235JRG2
(St3S) described as linear material with the value of
Young’s modulus of E = 210 GPa and Poisson’s ratio of
v = 0.3. The Digital Correlation Technique, as described
in detail in [2] was the only method used for computations
in this research and the results obtained with this method
were then compared with the results of obtained with the
two other methods presented in [7] and [8].
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Fig. 3. Finite elements mesh of:
a) the analyzed girder web in the
mounting holes area, b) initiated crack,
c) the deformed crack [7]
Rys. 3. Siatka elementów skoñczonych:
a) analizowanego œrodnika dŸwigara
w obrêbie otworów monta¿owych,
b) zainicjowanego pêkniêcia, c) pêkniêcia
z uwzglêdnieniem deformacji [7]

a) b) c)



odkszta³ceñ i naprê¿eñ dla ka¿dego analizowanego w ba-
daniach przyrostu pêkniêcia.

Do obliczeñ przyjêto stal o parametrach wytrzyma³oœcio-
wych zbli¿onych do gatunku S235JRG2 (St3S), opisuj¹c j¹
jako materia³ liniowy o module Younga E = 210 GPa
i wspó³czynniku Poissona v = 0,3. Obliczenia zrealizowa-
no jedynie przy u¿yciu metody DCT, opisanej szcze-
gó³owo w [2], natomiast uzyskane rezultaty porównano
z wynikami otrzymanymi za pomoc¹ dwóch pozosta³ych
metod przedstawionych w [7] i [8].

4. ANALIZA WYNIKÓW NUMERYCZNYCH

Na Rys. 4 przedstawiono porównanie wartoœci wspó³czyn-
nika intensywnoœci naprê¿eñ K

I
uzyskanych za pomoc¹

trzech metod DCT, MCCIT [7] oraz ca³ki J [8], okreœlo-
nych dla materia³u o liniowej charakterystyce. Analizuj¹c
otrzymane wartoœci wspó³czynnika intensywnoœci naprê-
¿eñ K

I
stwierdzono, ¿e uzyskane wyniki s¹ bardzo do sie-

bie zbli¿one. Jednoczeœnie forma przedstawionych wyni-
ków uniemo¿liwia przeprowadzenie dok³adnej ich analizy.
Dlatego te¿ wydaje siê, ¿e bardziej prawid³owe jest przed-
stawienie b³êdów wzglêdnych wartoœci wspó³czynnika in-
tensywnoœci naprê¿eñ K

I
uzyskanych przy u¿yciu trzech

rozpatrywanych metod.

4. ANALYSIS OF NUMERICAL RESULTS

The values of the stress intensity factor K
I

obtained with
the three different methods, namely DCT, MCCIT [7] and
J-integral method [8] for a linear material were compared
and the results of this comparison are presented in Fig. 4.
Thus, upon analysing the values K

I
it can be concluded

that the methods yielded very similar results. However, a
detailed analysis of the results is not possible in this form
of their presentation. Hence, it seems more appropriate to
present the relative errors of the stress intensity factor K

I

as obtained with the three methods in consideration.
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Fig. 4. Comparison of the stress intensity factor K
I
values obtained

with DCT, MCCIT and J-integral methods for stresses generated
in a linear material
Rys. 4. Porównanie wartoœci wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K

I

uzyskanych za pomoc¹ trzech metod: DCT, MCCIT oraz ca³ki J,
okreœlonych dla materia³u o liniowej charakterystyce Crack length / D³ugoœæ pêkniêcia a [mm]

Fig. 5 - 7 present the relative errors of the K
I
values ob-

tained with MCCIT [7] in relation to the values obtained
with DCT (Fig. 5) and the values obtained with J-integral
methods compared to the values obtained with DCT
(Fig. 6) and MCCIT [7] (Fig. 7) methods respectively.
As it can be seen, the relative errors of the results pre-
sented in Fig. 5 - 7 are hardly ever greater than 2%. The
differences in the K

I
values, which will be subsequently

used in detailed fatigue analyses of the structural compo-
nents are so small that they should not have any signifi-
cant effect on the outcome of these analyses. Therefore,
the results, allow us to conclude that for a linear material
the choice of computation method is not as important as
appropriately created calculated model of the analysed
structural member [3].

Na Rys. 5 - 7 przedstawiono b³êdy wzglêdne wartoœci
wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K

I
uzyskanych

metod¹ MCCIT [7] w porównaniu do wartoœci otrzyma-
nych metod¹ DCT (Rys. 5) oraz do wartoœci uzyskanych
z zastosowaniem ca³ki J [8] w porównaniu do wartoœci
otrzymanych metod¹ DCT (Rys. 6) i metod¹ MCCIT [7]
(Rys. 7). Analizuj¹c wyniki zaprezentowane na Rys. 5 - 7
stwierdzono, ¿e praktycznie w ¿adnym przypadku uzyska-
ne wyniki b³êdów wzglêdnych nie przekraczaj¹ 2%. Uzy-
skane zatem niewielkie ró¿nice wartoœci wspó³czynnika in-
tensywnoœci naprê¿eñ K

I
, które uwzglêdnia siê nastêpnie

w szczegó³owych obliczeniach zmêczeniowych elemen-
tów konstrukcyjnych, nie bêd¹ w znacz¹cy sposób znie-
kszta³caæ wyników tych¿e analiz. Mo¿na zatem stwierdziæ,
¿e w przypadku materia³u o liniowej charakterystyce



wybór metody obliczeniowej nie ma tak istotnego znacze-
nia, jak prawid³owo zbudowany model obliczeniowy ele-
mentu konstrukcyjnego [3]. Wyniki zaprezentowane na
Rys. 6 wykaza³y wyraŸnie, ¿e w zakresie stabilnego wzro-
stu szczeliny zmêczeniowej (K < 60 MPa � m 0,5 ) metody
DCT i ca³ki J dawa³y niemal identyczne rezultaty.

Funkcjê obrazuj¹c¹ przebieg wartoœci wspó³czynnika in-
tensywnoœci naprê¿eñ K

I
, uzyskan¹ przy zastosowaniu

metody DCT, w zale¿noœci od wartoœci d³ugoœci szczeliny
zmêczeniowej a mo¿na opisaæ funkcj¹ wyk³adnicz¹ w po-
staci wyra¿enia (3):

y e x� �14,501 0,0209 . (3)

Aby oceniæ mo¿liwoœæ praktycznego zastosowania wyni-
ków uzyskanych z przeprowadzonych analiz numerycz-
nych dotycz¹cych propagacji pêkniêæ zmêczeniowych po-
równano je z wyniki otrzymanymi przez autorów w trakcie
przeprowadzonych w³asnych badañ laboratoryjnych do-
tycz¹cych propagacji pêkniêæ zmêczeniowych w dŸwiga-
rach stalowych mostów wojskowych [9], [10]. W pracach
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Fig. 6. The relative error of the stress intensity factor K
I
values

obtained with the J-integral and DCT methods
Rys. 6. B³¹d wzglêdny wartoœci wspó³czynników intensywnoœci
naprê¿eñ K

I
uzyskanych przy zastosowaniu ca³ki J i metody DCT

Fig. 5. The relative error of the stress intensity factor K
I
values

obtained with MCCIT and DCT methods respectively
Rys. 5. B³¹d wzglêdny wartoœci wspó³czynników intensywnoœci
naprê¿eñ K

I
uzyskanych metodami MCCIT i DCT

Fig. 7. The relative error of the stress intensity factor K
I
values

obtained with J-integral and MCCIT methods
Rys. 7. B³¹d wzglêdny wartoœci wspó³czynników intensywnoœci
naprê¿eñ K

I
uzyskanych przy zastosowaniu ca³ki J i metody MCCIT

1.5

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0

T
he

re
la

tiv
e

er
ro

r
of

st
re

ss
in

te
ns

ity
fa

ct
or

K
I
[%

]
B

³¹
d

w
zg

lê
dn

y
w

sp
ó³

cz
yn

ni
ka

in
te

ns
yw

no
œc

in
ap

rê
¿e

ñ
K

I

Crack length / D³ugoœæ pêkniêcia a [mm]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130



tych, po uwzglêdnieniu wykonanego naciêcia o d³ugoœci
85 mm, pe³ni¹cego rolê koncentratora naprê¿eñ, analizo-
wano rozwój pêkniêcia zmêczeniowego w przedziale
d³ugoœci a = 86,95 	 90,35 mm. Aby otrzymaæ przyrost
d³ugoœci pêkniêcia o wartoœci 3,40 mm wykonano 4000 cy-
kli obci¹¿eñ, co dawa³o œredni¹ prêdkoœæ propagacji pêk-
niêcia równ¹ 0,85×10 �3 mm/cykl.

W pracy [12] opisano wyniki badañ, na podstawie których
wyznaczono prêdkoœci wzrostu pêkniêcia dla próbek wy-
konanych ze stali St3S, gdy œrednie wartoœci granicy pla-
stycznoœci R

e
i wytrzyma³oœci doraŸnej R

m
wynios³y od-

powiednio 298 MPa oraz 448 MPa. Przeprowadzona
analiza statystyczna z zastosowaniem metody regresji po-
zwoli³a na wyznaczenie krzywych da/dN(
K) dla bada-
nego gatunku stali, zgodnie z równaniem Parisa (4) [1],
uzyskuj¹c œrednie wartoœci wspó³czynników mate-
ria³owych z tego równania równe m = 1,233 oraz C =
2×10 �6 [12] (dla log(
K) >1,45):

da

dN
C K m� ( )
 . (4)

Aby otrzymaæ wyra¿enie na liczbê cykli obci¹¿eñ N po-
trzebn¹ do wzrostu pêkniêcia od d³ugoœci pocz¹tkowej
szczeliny a

o
do d³ugoœci koñcowej a

k
, nale¿y sca³kowaæ

wyra¿enie (4) do formy (5):

N
da

C K m

a

a

o

k

� � ( )

. (5)

W przypadku stalowych dŸwigarów g³ównych mostów
wojskowych wystêpuj¹ zazwyczaj cykle obci¹¿eñ zbli¿o-
ne do obci¹¿eñ têtni¹cych, tzn., ¿e naprê¿enie w elemen-
tach konstrukcyjnych roœnie od wartoœci niemal¿e zero-
wej do wartoœci maksymalnej, a nastêpnie maleje
ponownie prawie do zera. Spowodowane jest to stosunko-
wo niewielkim ciê¿arem w³asnym konstrukcji elementu
(przês³a stalowego) w porównaniu do przenoszonego
obci¹¿enia u¿ytkowego. Mo¿na w tym przypadku, z pew-
nym przybli¿eniem przyj¹æ, ¿e zakres zmiennoœci
wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ 
K jest równo-
wa¿ny z wartoœci¹ maksymaln¹ wspó³czynnika intensyw-
noœci naprê¿eñ K

I
.

Wykorzystuj¹c do ca³kowania numerycznego metodê pro-
stok¹tów, oraz zak³adaj¹c przyrost d³ugoœci szczeliny zmê-
czeniowej 
a = 0,05 mm, okreœlono liczbê cykli obci¹¿eñ
N potrzebn¹ do wzrostu pêkniêcia od d³ugoœci pocz¹tko-
wej szczeliny a

o
= 86,95 mm do d³ugoœci koñcowej równej

a
k

= 90,35 mm. Przyjmuj¹c, ¿e funkcja opisuj¹ca wartoœci
wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K

I
w zale¿noœci

od wartoœci d³ugoœci szczeliny zmêczeniowej a opisana

As it can be seen in Fig. 6 in the zone of stable growth of
crack (K < 60 MPa � m 0.5 ) there is hardly any difference
between the results of DCT and J-integral methods.

The relationship between the stress intensity factor K
I

obtained with DCT method and the length of fatigue
crack a is described with the following exponential func-
tion (3):

y e x� �14.501 0.0209 . (3)

In order to assess the practical use of the results obtained
as an outcome of numerical fatigue crack propagation
analyses they were compared with the laboratory results
of own research projects on fatigue crack propagation in
steel girders of military bridges [9], [10]. The subject of
research was the growth of fatigue crack in the range of
length a = 86.95 	 90.35 mm, this considering the pre-cut
85 mm long notch functioning as the stress concentrator.
In order to obtain 3.40 mm growth of the crack length
4000 load cycles were applied, this giving average crack
propagation rate of 0.85×10 �3 mm/cycle.

Article [12] presents the experimental values used to cal-
culate the crack growth rate for specimens made of St3S
steel with the average yield point and ultimate tensile
strength values of R

e
= 298 MPa and R

m
= 448 MPa re-

spectively. The statistical regression analysis of [12] en-
abled to derive da/dN(
K) curves for the tested steel
grade with the use of Paris equation (4) [1] from which
the average values of material constants of m = 1.233 and
C = 2×10 �6 [12] (for log(
K) >1.45) were obtained:

da

dN
C K m� ( )
 . (4)

The expression (4) is integrated to obtain the expression (5)
for calculating the number of load cycles N upon which the
crack length will have increased from the initial length of
a

o
do the final length of a

k
:

N
da

C K m

a

a

o

k

� � ( )

. (5)
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In real life the main steel girders of military bridges are
most often subjected to loading cycles similar to impul-
sive loads which generate in the structural members
stresses increasing from a near zero level up to the maxi-
mum stress value to drop to the near zero level again.
This is due to a relatively small dead weight of the struc-
tural member itself (steel span) as compared to the ser-
vice load it is designed to carry. Thus, subject to some
approximation, we can assume that the stress intensity
factor range 
K is almost equivalent to the maximum
value of the stress intensity factor K

I
.



jest równaniem (3), liczba N wynios³a 6400 cykli obci¹¿eñ.
W tym przypadku obliczeniowa œrednia prêdkoœæ propaga-
cji pêkniêcia wynios³a zatem 0,53×10 �3 mm/cykl.

Obliczeniowa œrednia prêdkoœæ propagacji pêkniêcia jest
tego samego rzêdu co prêdkoœæ uzyskana w tracie badañ
laboratoryjnych zaprezentowanych w pracach [9] i [10].
Bior¹c pod uwagê, ¿e w obliczeniach wykorzystano sta³e
materia³owe C i m uzyskane bezpoœrednio z badañ labo-
ratoryjnych opisanych w [12] nale¿y stwierdziæ, ¿e uzy-
skane wyniki s¹ zadawalaj¹ce, tym bardziej, ¿e w analizo-
wanym dwuteowniku gruboœæ œrodnika by³a mniejsza ni¿
tzw. gruboœæ minimalna zapewniaj¹ca rozwój pêkniêcia
w p³askim stanie odkszta³cenia [13], jak to by³o zachowa-
ne w przypadku badañ laboratoryjnych maj¹cych na celu
okreœlenie sta³ych materia³owych C i m [12].

5. WNIOSKI

1. Ze wzglêdów ekonomicznych badania doœwiadczalne
w zakresie obci¹¿eñ zmêczeniowych na obiektach mo-
stowych s¹ niezwykle trudne do zrealizowania. Z tego
powodu, wydaje siê, ¿e in¿ynierom odpowiedzialnym
za eksploatacjê tego typu obiektów pozostaj¹ przede
wszystkim odpowiednio zweryfikowane metody nume-
ryczne.

2. Okreœlenie wartoœci zakresu zmiennoœci wspó³czynnika
intensywnoœci naprê¿eñ 
K jest niezwykle istotne, po-
niewa¿ na jego podstawie, wykorzystuj¹c m.in. np. rów-
nanie Parisa, mo¿na stosunkowo ³atwo, znaj¹c liczbê
cykli obci¹¿eñ, okreœliæ trwa³oœæ stalowego obiektu mo-
stowego maj¹cego pêkniêcie zmêczeniowe o okreœlonej
d³ugoœci [13].

3. Uwzglêdniaj¹c przedstawione w pracy wyniki analiz
stwierdzono, ¿e zastosowanie programu FRANC2D
do wyznaczania wspó³czynnika intensywnoœci naprê-
¿eñ K w zastosowaniach stricte in¿ynierskich jest pra-
ktyczne i powinno byæ stosowane w analizach rozwoju
istniej¹cych pêkniêæ zmêczeniowych w rzeczywistych
obiektach mostowych.

4. Ocena trwa³oœci zmêczeniowej stalowych mostów wo-
jskowych prowadzona na podstawie np. wzoru Parisa
(4), opartego na wielkoœci zakresu zmiennoœci
wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ 
K

I
lub za-

kresu zmiennoœci ekwiwalentnego wspó³czynnika in-
tensywnoœci naprê¿eñ 
K

eq
, jest ma³o pracoch³onna,

a jednoczeœnie daje satysfakcjonuj¹ce wyniki obliczeñ
dla celów praktyki in¿ynierskiej, co autorzy zaprezen-
towali tak¿e m.in. w [14 - 15].

The number of cycles N needed to increase the crack
length from the initial value of a

o
= 86.95 mm to the final

value of a
k
= 90.35 mm was obtained through numerical

integration using midpoint rule for the adopted crack
length increase range of 
a = 0.05 mm. Taking equation
(3) to represent the relationship between K

I
value and fa-

tigue crack length a yields the number of cycles N of
6400. In this case the calculated average crack growth
rate is 0.53×10 �3 mm/cycle.

The calculated average crack growth rate is of the same
order of magnitude as the laboratory values obtained in
the research presented in [9] and [10]. Bearing in mind
that the values of material constants C and m used in the
calculations were the raw values of experimental research
described in [12] we may consider the obtained results
satisfactory, especially that the thickness of web of the
analysed girder was less than the so-called minimum
thickness for crack propagation in the in-plane strain state
[13] which was observed during experimental determina-
tion of the material constants C and m [12].

5. CONCLUSIONS

1. Carrying out real-life fatigue tests on steel bridges is a
most difficult task for economic reasons. Thus, appro-
priately validated numerical methods seems to be the
first option for engineers responsible for service and
maintenance of such structures.

2. It is of primary importance to determine the strength
intensity factor range 
K since knowing its value and
the number of load application cycles it is quite easy to
calculate, for example with the Paris equation, the re-
sidual life of a bridge in which a fatigue crack of a
known length has developed [13].

3. The results of analyses presented in this research re-
port allow to consider FRANC2D program a practical
tool for determination of the stress intensity factor K in
strict engineering applications and, as such, it may be
recommended as a tool for analysing the development
of existing fatigue cracks in real-life bridges.

4. The methods for predicting the residual life of steel mil-
itary bridges through computations with for example
the Paris equation (4) based on the stress intensity factor
range 
K

I
or the equivalent stress intensity factor range


K
eq

do not require intensive work and still give satis-
factory results which can be used with good results in
practical engineering, as it has been demonstrated in the
reports from own research projects reported in [14 - 15].
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5. Wiarygodnoœæ wyników otrzymanych z przeprowadzo-
nych obliczeñ wzrasta wraz ze zwiêkszeniem liczby
rozpatrywanych modeli obliczeniowych s³u¿¹cych do
okreœlania wartoœci wspó³czynnika intensywnoœci na-
prê¿eñ K

I
.

INFORMACJE DODATKOWE

Prezentowane wyniki badañ, zrealizowane w ramach te-
matu Nr 18/WZ/011/DzS, zosta³y sfinansowane ze œrod-
ków w³asnych Wy¿szej Szko³y Oficerskiej Wojsk L¹do-
wych we Wroc³awiu.
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