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STRESZCZENIE. Celem pracy jest ocena wptywu podstawowych cech pojazdéw szynowych
na odpowiedz dynamiczng mostu belkowego w szerokim zakresie predkosci ruchomego
obcigzenia cyklicznego. Rozwazano nastepujgce cechy: masy nieresorowane (zestawy
kotowe), masy resorowane (ramy wozkoéw, nadwozia). Badania numeryczne przeprowadzono
na uproszczonych modelach mostu i pojazdéw szynowych. Modelem mostu belkowego jest
swobodnie podparta belka Eulera-Bernoulli’ego. Analizowano cztery modele obcigzenia
ruchomego o strukturze cyklicznej: ukfad skupionych sit ruchomych (model P), uktad
ruchomych mas nieresorowanych (model M), uktad ruchomych oscylatoréw lepkosprezystych
jednomasowych (model M,), uktad ruchomych oscylatorow lepkosprezystych dwumasowych
(model MM,). Ciagi elementéw ruchomych sg skonczone. Do sformutowania macierzowych
réwnan ruchu ukfadu zastosowano metode Lagrange’a - Ritza oraz metode Klasztornego.
W przypadku modeli M, MM, uwzgledniono podatnos¢ zestawdéw kotowych oraz wiezy
jednostronne miedzy obcigzeniem ruchomym a torem. Na podstawie badan numerycznych
stwierdzono, ze w modelowaniu pociggow szybkobieznych nalezy uwzglednia¢ masy
nieresorowane, zawieszenia lepkosprezyste oraz masy resorowane.

SEOWA KLUCZOWE: modelowanie obcigzenia ruchomego, most belkowy, most kolejowy,
pociag szybkobiezny
1. WSTEP

W dynamice mostow kolejowych poddanych dziataniu pociagéw szybkobieznych nie-
ktérzy badacze przyjmuja uproszczone modele pociagu, w postaci sit, mas skupionych
lub roztozonych, a takze oscylatoréw jedno- lub dwumasowych, bez oceny zgodnosci
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tych modeli z rzeczywistym oddzialywaniem pojazdéw szynowych na tor, m.in. [1 - 11].
Nelson i Conover [1] oraz Benedetti [2] rozpatrywali ciag ruchomych mas skupionych,
Chu i in. [3] analizowali ciag oscylatoréw ruchomych, Langer i Klasztorny [4] rozpatry-
wali ciag ruchomych mas roztozonych. Borowicz [5] badat ciagi ruchomych sit i oscyla-
toréw, Klasztorny [6] rozpatrywat ciagi ruchomych oscylatoréw jedno- lub
dwumasowych, Klasztorny i Langer [7] analizowali ciagi ruchomych sit skupionych,
mas skupionych i oscylatorow jedno- lub dwumasowych. Yang i in. [8] przyjeli ciag ru-
chomych mas skupionych, Cheng i in. [9] analizowali ciag ruchomych dwumasowych
oscylatorow, Fryba [10] oraz Yau i in. [11] przyjeli ciag sit ruchomych. Wyzej wymie-
nione prace opracowano przy zatozeniu dwustronnych wigzéw migdzy elementami ru-
chomymi a belka modelujaca most, co nie jest zgodne z rzeczywistoscia.

Obszerne badania dynamiki belki mostowej dla r6znych typéw modeli obciazenia ru-
chomego przedstawiono w pracy [7]. Autorzy [7] opracowali algorytmy numerycz-
nego wyznaczania drgan nieustalonych i ustalonych dla nieskonczonego ciagu
elementéw ruchomych, bazujace na metodzie Lagrange’a-Ritza i rdwnaniach ruchu
w jawnej postaci. W przypadku zestawdw ruchomych mas skupionych lub oscylato-
row lepkosprezystych takie podejscie prowadzi do wielokrotnie dtuzszego czasu obli-
czen niz algorytmy niejawne zastosowane w niniejszej pracy. Ponadto, w pracy [7]
przedstawiono wyniki symulacji w bazie parametrow bezwymiarowych, co utrudnia
odniesienie tych rozwiazan do uktadow rzeczywistych. Wptyw modeli obciazenia ru-
chomego na odpowiedz dynamiczna belki mostowej badano tylko dla wybranych
predkosci obciazenia.

Celem niniejszej pracy jest ocena wptywu podstawowych cech pojazdow szynowych
na odpowiedz dynamiczna mostu belkowego w szerokim zakresie predkosci rucho-
mego obciazenia cyklicznego w postaci skonczonego ciagu skupionych elementéw
ruchomych. Rozwazano nastepujace cechy: masy nieresorowane (zestawy kotowe),
masy resorowane (ramy wozkow, nadwozia). Badania numeryczne przeprowadzono
na uproszczonych modelach mostu i pojazdéw szynowych.

W pracy nie proponuje si¢ modeli pociagéw szybkobieznych i mostéw do obliczen in-
zynierskich. Zaawansowane modele pojazdéw szynowych opracowali m.in. Matsu-
ura [12] (ptaski model pojazdu szynowego na dwuosiowych wozkach jezdnych, o 6
stopniach swobody) i Klasztorny [13] (przestrzenny model pojazdu na dwuosiowych
wozkach jezdnych, o 23 stopniach swobody).

Jednym z nowych elementéw niniejszej pracy jest uwzglednienie podatnosci zesta-
wow kolowych modelowanej przez niewazkie wigzy sprezyste pionowe jedno-
stronne. W niektorych pracach z dynamiki kolejowych obciazen ruchomych
podatnos$¢ ta jest uwzgledniana, jednak wigzy spre¢zyste sa dwustronne oraz stosowa-
ne sa inne algorytmy obliczeniowe, np. [14].

2. UPROSZCZONY MODEL UKLADU | ZALOZENIA

Modelem uktadu most — tor — pociag szybkobiezny jest swobodnie podparta belka Eule-
ra - Bernoulli’ego poddana dziataniu skonczonego ruchomego obciazenia o strukturze
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cyklicznej. W celu zbadania wptywu podstawowych cech pojazdow szynowych rozwa-
zono cztery modele obciazenia ruchomego:

1) uktad ruchomych sit skupionych (model P),

2) uktad ruchomych mas skupionych (model M),

3) uktad ruchomych oscylatorow lepkosprezystych jednomasowych (model M,),
4) uktad ruchomych oscylatoréw lepkosprezystych dwumasowych (model MM,).

Belka Eulera - Bernoulli’ego jest uproszczonym modelem belkowego mostu kolejo-
wego jednoprzestowego. Modele obciazenia ruchomego pokazano narys. 1. Obciaze-
nie cykliczne sktada si¢ z powtarzalnych zestawow dwoch elementow skupionych.
Kazdy element modeluje jeden dwuosiowy wozek jezdny.

N 5 4 3 2 1
a) ‘P ‘P *P ‘P *P ‘P = V
b) M MM MM M —V
Q Q @ a @ @
M, M,
c) Ko G5 @@ @@ @ko, Co =—=>V

MO MO
d) kO’ CO k01 Co { v
M M

Rys. 1. Modele P, M, M,, MM, obcigzenia ruchomego
Fig. 1. The P, M, M,, MM, moving load models

Model MM, obciazenia ruchomego uwzglgdnia masy nieresorowane i resorowane,
dlatego jest modelem odniesienia w badaniach numerycznych wptywu tych mas na
odpowiedz dynamiczna belki.

Przyjeto nastgpujace zatozenia w zakresie uproszczonego modelowania uktadu most —
tor — pociag szybkobiezny, skorelowane z celem pracy:

1) uktad belka — obciazenie ruchome jest przedzialami (ze wzgledu na wigzy jedno-
stronne) liniowy fizycznie i geometrycznie,
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2) belka jest pryzmatyczna, inercyjna, odksztatcalna gigtnie, wykonana z materiatu
liniowo lepkosprezystego,

3) thumienie drgan w belce jest opisane modelem Langera [15] (jednakowy dekre-
ment thumienia dla wszystkich uktadow modalnych),
4) rozpatruje si¢ drgania pionowe belki i elementéw ruchomych,

5) podniesienie konstrukcyjne osi belki jest tak dobrane, aby o$ belki pod cigzarem
wlasnym byta prostoliniowa,

6) rozpatruje si¢ procesy izotermiczne,
7) obciazenie modelujace pociag porusza si¢ ze stala predkoscia,

8) w modelach M, MM, wigzy miedzy torem a obciazeniem ruchomym sa jedno-
stronne, tzn. przenosza tylko $ciskanie,

9) tor jest gtadki (nier6wnos$ci nie wystepuja),
10) w chwili poczatkowej obciazenie ruchome znajduje si¢ poza belka (pierwszy ele-
ment ruchomy znajduje si¢ nad lewa podpora belki),
11) w chwili poczatkowej oscylatory ruchome sa w rownowadze statycznej,
12) w chwili poczatkowej belka jest w rOwnowadze statycznej,
13) tor poza belka jest prostoliniowy i niepodatny.

3. SFORMULOWANIE ROWNAN RUCHU UKLADU

Do sformutowania rownan ruchu uktadu belka — obciazenie ruchome zastosowano me-
tode Lagrange’a - Ritza [ 15] (metoda energetyczna bazujaca na rownaniach Lagrange’a
I rodzaju i1 aproksymacji globalnej ugigcia belki) oraz metodg Klasztornego [13] (for-
mutowanie rownan ruchu w niejawnej postaci). Metodyka formutowania rownan ruchu
jest nastgpujaca:
« ugigcie pionowe belki jest aproksymowane globalnie szeregiem funkcji spet-
niajacych warunki Ritza (kinematycznie dopuszczalny uktad zupehy),

« wprowadza si¢ wzajemne oddzialywania (interakcje) pomigdzy skupionymi
elementami ruchomymi a torem/belka,

« réwnania ruchu sa formutowane w niejawnej postaci, oddzielnie dla belki i obcia-
zenia ruchomego typu M, M,, MM,, stosujac réwnania Lagrange’a Il rodzaju dla
belki i zasadg d’ Alemberta dla obciazenia ruchomego,

- gradient pracy obciazenia belki w postaci elementow M, M, i MM, oblicza si¢
dla wzajemnych oddziatywan w niejawnej postaci,

 masy nieresorowane M w modelach M, MM, sa traktowane jako podatne; wpro-
wadza si¢ niewazkie wigzy sprezyste o odpowiednio duzej sztywnosci konta-
ktowej k |, , modelujace podatnos¢ pionowa zestawow kotowych,

« model sit wzajemnego oddzialywania w modelach M, MM, uwzglednia wigzy
sprezyste jednostronne,

 réwnania ruchu uktadu sa formutowane z wykorzystaniem rachunku macierzo-
wego.
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Rozpatrywane uktady sa opisane przez nast¢pujace parametry wymiarowe i bezwy-

miarowe:

NS

ST XK

N

S > 0

-

rozpigtos¢ belki [m],
masa belki na jednostke dtugosci [kg/m],
modut Younga materiatu belki [Pa],

moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego belki wzgledem pozio-
mej osi centralnej [m*],

sztywno$¢ gietna belki [N-m?],

bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia drgan belki (y 17 =1) zgodny
z modelem Langera,

predkos¢ obciazenia ruchomego (predkosé eksploatacyjna) [m/s],

sita skupiona w modelu P [N], modelujaca cigzar przenoszony przez je-
den wozek na tor,

masa skupiona nieresorowana w modelach M, MM, [kg],
masa skupiona resorowana w modelach M,, MM, [kg],
sztywnos¢ zawieszenia masy M, [N/m],

wspotczynnik thumienia zawieszenia masy M, [N-s/m],
sztywno$¢ kontaktowa,

odstepy migdzy skupionymi elementami ruchomymi, odwzorowujace
rozstaw osiowy wozkow jezdnych b, oraz dlugos¢ pojazdu b, +b,
(pojazd na dwuosiowych wozkach jezdnych).

Ugigcie pionowe belki aproksymowano szeregiem sinusowym speliajacym warunki

Ritza (rys. 2):

gdzie:

przy czym:

X

t

w(x,0)=q" (1) s(x)=s" (x) q(¢) )

a0 =[g,(1). 4,(0). .... 4, (1))
. &)

s(x)=[sinn&, sin2rk, ..., sinnng]", &:7 :

— odcigta w ptaskim uktadzie wspotrzgdnych xz,

— zmienna czasowa,

q(t) — wektor wspotrzednych uogdlnionych Lagrange’a dla belki,

s(x) — wektor funkcji aproksymacyjnych.
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a) {SN }Ri ‘Rs*Rz {R1 =V

4" al 4" ! 4"
0
w(x.) tRi(t) _x
b wit)
ut)

Rys. 2. Modele belki i obcigzenia ruchomego: a) konfiguracja uktadu w chwili poczatkowe;,

b) ugiecie dynamiczne belki w(x,t) oraz potozenie sity R(t)

Fig. 2. The beam and moving load models: a) configuration of the system at the initial instant,
b) the dynamic deflection w(x,t) and the location of the interaction R,(t)

Rownania Lagrange’a Il rodzaju w odniesieniu do belki maja postac [15]:
d . .
o [grad £, (q)]+grad ®(q) +grad £, (q) =grad L(q) , 3)
gdzie (") = 4 oraz:
dt

E, (q) - energia kinetyczna belki,

®(q) - moc thumienia belki,

E (q) - energia wewngtrzna (sprezysta) belki,

L(q) - praca obciazenia zewngtrznego belki na przemieszczeniach w(x,?).

Obcigzenie zewngtrzne belki stanowi skonczony ciag skupionych sit ruchomych
R (1), R,(t), R, (1), bedacych dynamicznymi naciskami elementow ruchomych na
tor, czyli wzajemnymi oddzialywaniami elementoéw ruchomych i belki (rys. 2). Sym-
bolem N oznaczono liczbg elementéw ruchomych.

Po zastosowaniu przedstawionej metodyki formutowania rownan ruchu, otrzymano
macierzowe réwnanie ruchu belki mostowej obciazonej uktadem sit ruchomych
R (1), R, (1), R , (1), w niejawne] postaci

Bq(7) +Dq(7) +Kq(7)=SR , “

gdzie:
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El m EI
B=";ll, D=y Ry, K=ty

S=[S,,8,,»8 1, R=[R,R,,.R T,

N
S (1= [sinn(r—ocl_),sinZTt(r—oci),...,sinnn(r—ai)T dla (t-a,)€[0, 1], ©)
! 0 dla (t—-o,)e[0,1],
vt a, . .
T 27, a, =7‘, I=diag(1,1,...,1), {d}=diag(n2n,...,nm) .

Zmienna bezwymiarowa T okresla potozenie pierwszej sity wzgledem lewej podpory
belki. Operowanie zmienng t pozwala na pordwnanie wykresow danej wielko$ci wy-
nikowej dla roznych predkosci eksploatacyjnych oraz na porownanie wykresu dyna-
micznego z wykresem quasi-statycznym. Symbolem a, oznaczono odlegtos¢ sity R,
odsity R,

Macierzowe rownanie ruchu (4) jest uktadem niejednorodnych rownan roézniczko-
wych zwyczajnych, liniowych, drugiego rzedu, o statych wspotczynnikach. Sprzegze-
nie drgan z elementami ruchomymi w modelach M, M,, MM, jest zawarte w wektorze
obciazen uogdlnionych. W chwili poczatkowej ¢ =0belka i oscylatory sa w rownowa-
dze statycznej.

W przypadku modelu P belka jest obciazona zbiorem N sit ruchomych o statej warto-
sci P. Wektor sit interakcji jest staty czasie 1 wynosi:

R=P1, (6)

gdzie 1 =[1,1,...,1]", dim1 = N. Dodatkowe réwnanie ruchu nie wystepuje. Macie-
rzowe réwnanie ruchu (4) jest w postaci jawne;j.

W przypadku modelu M (rys. 3) belka jest obciazona zbiorem skupionych mas rucho-
mych o warto$ci M. = M. Masg nieresorowang M zastapiono masa resorowang za

pomoca sprezyny kontaktowej o sztywnosci k |, . Sztywnos¢ kontaktowa mozna obli-
czy¢ z przyblizonego wzoru:

P %)

gdzie P jest sita nacisku wozka dwuosiowego na tor, a8 jest skroceniem (w kierunku pio-
nowym) promienia nominalnego kot wozka dwuosiowego. Przyjmujac P = 320000 N,
8 = 0,4 mm = 0,0004 m [13], otrzymuje si¢: k,, =8-10° N/m.

Wprowadzono wektor dodatkowych wspdtrzednych uogolnionych
q, (D=1, (0,4, (Dseisq (D], (®)

gdzie g, (¢)]jest przemieszczeniem pionowym masy M. Pod wptywem sily cigzkoSci
Mg nastepuje skrocenie sprezyny kontaktowej o warto$¢ Mg/k, . Wzajemne od-
dziatywanie wynosi:
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Rl(t)z{kM [q.(t)-W.()] dlag, (H)-W, >0, o

0 dlag, ()W <0,

przy czym W (¢) jest ugigciem pionowym belki sledzacym potozenie masy M.

a) b) c)
M

Mg

. -Mqyp(t
dim(t) Ri® Gim®)

ﬂ% = v } R
W;(t) | Wi(t) ‘ Wi(t)

Rys. 3. Interpretacja sprezyny kontaktowej w modelu M (a i b) oraz uktad sit dziatajacych
na mase M (c)

Fig. 3. Interpretation of the contact spring in the M model (a and b) and the set of forces
applied to the M mass (c)

Dodatkowe macierzowe rownanie ruchu ekwiwalentnych oscylatorow sprezystych
o parametrach M, k  mozna wyznaczy¢ z zasady d’ Alemberta

Miq,, =G-R, (10)

gdzie (M} = M1, G = Mgl.

W przypadku modelu M, (rys. 4) belka jest obciazona zbiorem oscylatoréw lepko-
sprezystych jednomasowych. Wprowadzono wektor dodatkowych wspdtrzednych
uogolnionych

q4,(0)=[q,,(1).q,,()q , (D" )

gdzie g, (?)jest przemieszczeniem pionowym masy M . Skrocenie statyczne sprezy-
ny k wynosi M g/k . Dodatkowe macierzowe rownanie ruchu oscylatorow lepko-
sprezystych o parametrach M , k _, ¢, mozna wyznaczy¢ z zasady d’Alemberta dla
masy M :

M, }4, =G, -R, (12)

gdzie (M =M 1,G =M gl. Sita wzajemnego oddzialywania migdzy oscylato-
rem ruchomym a torem wynosi:

R (1)=k,[q, () -W (D]+c,[4,()-W(D], (13)

gdzie:
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W0 ="Lla" (08,(01=47 (1,0 +a” (D8, (1). $,()="1d)C (1) .
dt [ (14)

C _{[cosn(r —a,),co82n(T —a ,),...,co8 nT(T —oc,_)]T dla t-o, €[0,1]

0 dla T —a, ¢[0,1].

Rys. 4. Pojedynczy element ruchomy w modelu M, (a) oraz uktad sit dziatajgcych
na mase M, (b)

Fig. 4. A single moving element in the M, model (a) and the set of forces applied to
the M, mass (b)

W przypadku modelu MM, (rys. 5) belka jest obciazona zbiorem oscylatorow lepko-
sprezystych dwumasowych. Masg nieresorowana M zastapi¢ mozna masa resoro-
wang M za pomoca jednostronnej sprezyny kontaktowej o sztywnosci &, podobnie
jak w przypadku modelu M. Wprowadzono dwa wektory dodatkowych wspotrzed-
nych uogolnionych:

q,(D=I[q,,(0.q,, (D...q,, (O],
q,()=[q, (1:q,,(1),.c.q,, (D],

gdzie q,,, (1), q, (?) sa odpowiednio przemieszczeniami mas M, M . Skrocenia sta-
tyczne spr¢zyn, potrzebne do okreslenia warunkow poczatkowych, obliczamy podob-
nie jak w przypadku modeli M, M,,.

(15)

Sity wzajemnego oddziatywania wynosza:
R (1)= k, lq.,, ()=W.(1)] dla ¢, ()-W,>0
! 0 dla g, (6)-W, <0, (16)
R, (D)=kq,()=q,, (D]+c,[q,()=q, ()] .

Dodatkowe macierzowe réwnanie ruchu dwumasowych oscylatoréw lepkosprezys-
tych o parametrach M , M, k , c , k,, mozna wyznaczy¢ z zasady d’Alemberta dla

mas M , M. Wynik koncowy ma postac:

B4 ()+Dq . (1)+K q(1)=F, , (17)
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gdzie:

5 :{{MO} 0 } o z[{co} —{co}} ; z[{ko} —{ko}]’
Lo e e [ kg iy

_ qo _ Go
i) )

M =M1 Mi=Ml, {ci=cl, {k }=k]I,
{G,}=M g1, G=Mgl, R=[R (1).R,(1)...R, (1].

c)
M,g
MO .
Rio(t) 'Moqio(t)
Rlo(t) Mg
M .
-Maq;jp(t)
Ri(t) |
} RO

Rys. 5. Pojedynczy element ruchomy w modelu MM,: a) model elementu, b) interpretacja
sprezyny kontaktowej w modelu M,, c) ukfad sit pionowych dziatajacych na masy M, M,
Fig. 5. A single moving element in the MM, model: a) a model of the element,

b) interpretation of the contact spring in the M, model, c) a set of vertical forces

applied to the M and M, masses

4. NUMERYCZNE CALKOWANIE ROWNAN RUCHU

Do numerycznego catkowania rownan ruchu zastosowano metode Newmarka z para-
metrami 3 =1/4,y  =1/2 [16]. Jest to wariant bezwarunkowo stabilny w przypadku
réwnan liniowych jawnych, nieobciazony thumieniem numerycznym. Algorytm nu-
merycznego catkowania rownan ruchu zilustrowano na przykladzie najbardziej
ztozonego modelu MM,. Algorytm w swojej idei jest zgodny z algorytmem sfor-
mutowanym w monografii [13].

Algorytm catkowania rownan ruchu (4, 17) jest typu implicit ze wzgledu na wektor
oddziatywan wzajemnych R. Dynamiczna odpowiedz uktadu jest wyznaczana w ré-
wnoodlegtych punktach czasowych w przedziale [0, 7', ]:

t.,=0G+bh j=01.. N, -1, (19)
gdzie T jest czasem trwania procesu dynamicznego, & = At jest krokiem czasowym,

N, =T /hjestliczba krokow calkowania. Wprowadzamy warto$ci dyskretne dla bel-
ki:
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a,=a(,). 4,=d(r,), ,=d,). S, =S(t,,). (20)

Formuty rekurencyjne metody Newmarka w odniesieniu do belki maja posta¢ [15, 16]:

_ . 1,,,.. ..
q4,,, =4; +hq/. +Zh (q_/. +q./+1)
| (21)
4, =4, +§(q.f +h,,) -

Wektor przyspieszen na koncu kroku catkowania wyznacza sig z warunku kolokacji,
co prowadzi do uktadu algebraicznych rownan liniowych:

A§,, =V, = §,=A"YV (22)

J+l j+l 2
gdzie:

A=B+imp=Llpk ,
2 4 (23)
B . 1, .. . 1.
Vj+l _SMRJ,+l —D(qj +§hqj ) —K(qj, + hqj +Zh q, .
Macierz A jest odwracana jednokrotnie. W przypadku modelu P wektor R jest staty
w czasie i algorytm jest typu explicit.

Dla uktadu ruchomych oscylatoréw dwumasowych wzory (20 - 23) przyjmuja postac:
q,’j :qs([]), qb,] :qs(tj)’ qs’j :qs(t])’ Rj :R(t]),

~ R
qs,j+1 _qs,j +hqx,j +Zh (q.v,j +qs,j+l)

1., .. .

—h +q s

2 (qx,j qs,]+1) (24)
sqs,j+1 :V.y,j+1 = qs,j+l = ;1 s, j+1 7

qs,j+1 :qs,j +

A =B, +1hDS +lh2KS,
2 4

B . L, .. . 1 ..
Vs,j+1 _FS(R‘/H)_DS(qs,j +§hqs,j)_Ks(qs,j +hqs,_/ +Zh qs,j)'
Zastosowano predykcje liniowa wektora R, tzn.
R7 =2R -R, ., (25)

przy czym R =R ze wzgledu na rownowagg statyczng ukfadu w przedziale ¢ <0.
Indeks gérny p oznacza warto$¢ prognozowana. Warunki poczatkowe w wersji roz-
szerzonej maja postac:
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q,=0, q,=0, ¢,=0,
(M g/k,+(M,+M)g/k, Tl .
qs, = s qs,
0 (M, +M)g/k, Tl 0
R, =G, +G=(M_ +M)gl.

=0, §,=0, (20

Algorytm catkowania rownan ruchu (4, 17) sktada si¢ z nastepujacych etapow:
1) predykcjaR i+1 wedtug wzoru (25),
wedhug wzordéw (22), (24)7,

3) obliczenie q,., q]_+1 Ay s q, jaze wzordw (21), (24)s¢ ,

2) obliczenieq ,,,

s, j+1

4) korekcja RjH wedtug wzoru wynikajacego ze wzoru (24):

RC = kM (qiM,jH _Wi,jH) dla 9ivjn1 _Wi,j+1 >0, 7)
w0 dla q,,., W, ., <0,
5) sprawdzenie warunku zakonczenia iteracji
R, —R/ . |<e i=12,.N, (28)

gdzie € > 0 jest parametrem doktadnos$ci; jesli warunek (28) jest spetniony to nastepu-
je przejscie do nastepnego kroku catkowania, jesli nie jest spetniony, to podstawienie
R” =Rj.+ i powrot do etapu 2.

j+l 1

5. PROGNOZA REZONANSOW SILOWYCH

Belka bedaca modelem belkowym jednoprzgstowego mostu kolejowego oraz sko-
nczony ciag elementéw ruchomych modelujacy pociag ztozony z jednakowych po-
jazdow szynowych (np. Shinkansen, ICE-3) sa obiektami geometrycznie ograniczo-
czonymi. Zgodnie z teoria liniowych uktadéw dyskretnych, w przypadku cyklicznego
uktadu sit ruchomych w belce wystepuja rezonanse sitowe [15].

Podstawowy okres wlasny belki modelujacej most wynosi T, =1/ f, gdzie f jest pod-
stawowa czgstotliwoscia wlasna. Zbidr okresow wilasnych w kolejnosci malejacej
okresla wzor:

T
S N T (29)

J J-Z jZ fl
Podstawowy okres wymuszenia drgan belki, wynikajacego z cyklicznego uktadu sit
ruchomych, wynosi 7'=(b, +b,)/ v. Okresy kolejnych sktadowych harmonicznych
rozwinigcia w szereg Fouriera okresowego wymuszenia belki wynosza:

T _bith,

1

i=1,2,.. . 30)

i v
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Po uwzglednieniu wzoréw (29, 30), rezonans sitowy 7, =T } realizuje si¢ przy predko-
sci rezonansowej (krytycznej) obciazenia ruchomego ‘

)
J
v=v,, =365, +0,)f, [am/h] . 31)

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach obciazenia ruchomego drgania belki sa
procesem przejsciowym dazacym do procesu ustalonego. W przypadku modelu P
otrzymuje sig klasyczne zadanie w postaci drgan liniowego uktadu dyskretnego wy-
muszonych okresowo. W pozostatych przypadkach obciazenia ruchomego (M, M,,
MM,) wystegpuja nowe czynniki zmieniajace przebieg procesu przejsciowego:

« wymuszenie parametryczno - sitowe drgan belki,

« sprzezenie drgan belki z drganiami mas nieresorowanych lub/i resorowanych,

« odrywanie si¢ mas lub oscylatorow od toru w przypadku duzych lub bardzo du-
zych predkosci obcigzenia.

6. PARAMETRY NUMERYCZNEGO CALKOWANIA
ROWNAN RUCHU

Symulowany jest proces dynamiczny obejmujacy przejazd skonczonego uktadu ele-
mentéw ruchomych przez belke oraz odcinek drgan swobodnych belki. Symulacje
obejmuja przejazd pociagu ztozonego z 5 jednakowych pojazdéow na dwuosiowych
wozkach jezdnych, modelowanych przez 10 ruchomych elementow skupionych (kazdy
wozek jezdny odwzorowany przez jeden element). Przyjeto czas trwania procesu dy-
namicznego rowny

- =l+6(bl +b,) '

P

(32)
\%

W dynamicznej odpowiedzi uktadu wystgpuja m.in. oscylacje z najwyzsza czgstotli-
woscia f =1/T. Metoda Newmarka (3, =1/4, y, =1/2) nie jest obciazona bledem

amplitudowym [16]. Krok catkowania okresla si¢ z warunku doktadno$ci natozonego
na btad okresu 7. Krok catkowania przyjeto rowny:

h=T/100 , (33)

co prowadzi do btgdu okresu w odniesieniu do badanych oscylacjis . =0,00 17115, 16].
Thumienie fizyczne w uktadzie obniza doktadnos¢ rozwiazania, jednak w przypadku
thumienia podkrytycznego do 15% obnizenie doktadnosci jest pomijalne.

Najwyzsza czgstotliwosé f zalezy od rozpatrywanego uktadu i moze by¢ oszacowana
na podstawie zbioru czgstotliwosci lokalnych poduktadéw izolowanych:

1) dominanta widma wtasnego belki:

2
m

I
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2) czgstotliwos¢ lokalna oscylatora M, k

1 |k,
= |=M 35
S iy (35)
3) czestotliwos¢ lokalna oscylatora M, k
1 |k
- e (36)
/s 2n\ M,

4) czgstotliwose 10-tej sktadowej harmonicznej wymuszenia cyklicznego:
f, =10

\%
b, +b

1 2

(37

Liczba krokéw catkowania wynosi N =T / h. Wartosci ekstremalne wielko$ci wy-
nikowych poszukiwane sa we wszystkich krokach catkowania. Parametr ¢ w warunku
zakonfczenia iteracji przyjeto rowny € =10~ P. Maksymalna dopuszczalna liczbe ite-
racji przyjeto rowna 15.

7. WYNIKI SYMULACJI

W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymuje sig:
+ wykresy ugig¢ belki w wybranych przekrojach w funkcji zmiennej t,

+ wykresy naprezen normalnych w skrajnych dolnych witdknach belki w wybra-
nych przekrojach w funkcji zmiennej T,

« wykresy sit wzajemnego oddziatywania migdzy ruchomymi elementami sku-
pionymi M, M,, MM, a torem, w funkcji zmiennej t,

« wspotczynniki dynamiczne ugiec¢ belki,
« wspolczynniki dynamiczne naprezen normalnych w belce,

 wskazniki obciazenia i odciazenia ruchomych elementéw skupionych M, M,,
MM,

Ttem dla wykresow dynamicznych sa wykresy quasi-statyczne wielkosci wyniko-
wych. Badane sa dwa przekroje charakterystyczne belki o odcigtych x =0,507; 0,75/,
czyli& =0,50; 0,75. Dynamiczne i quasi-statyczne ugigcia belki w badanych przekro-
jach sa rowne (patrz wzory (1, 2)):

wElt)=q" (1) s€), w,(ELT)=q,(7)sE), (3%)

gdzie:
q, =PK'S1 (39)

jest rozwiazaniem uogoélnionym quasi-statycznym wynikajacym ze wzorow (4, 6).
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Dynamiczny moment gnacy w przekroju o odcigtej x belki wynosi:

o' _

_ ;0% _El,
2

-El q =
HG R

Wskaznik zginania przekroju poprzecznego belki w odniesieniu do wtokien dolnych

wynosi W, =1,/h,, gdzie h, jest odlegloscia widkien dolnych od poziome;j osi cen-

tralnej y przekroju poprzecznego. Naprezenia normalne we widknach dolnych wy-

nosza:

M(x,t)=-EI, q’{d}’s . (40)

M(x,t) _h, EI
w, I, I’

b

o(x,t)=

Eh
”qT{d}ZS=7”qT{d}ZS : (41)

Na podstawie wzoru (41) dynamiczne i quasi-statyczne przebiegi czasowe napr¢zen

normalnych w dolnych wtoknach belki wynosza

Eh, 5 Eh
@A), o, Gn=";

Wspotezynniki dynamiczne przemieszczen i napr¢zen normalnych w badanych prze-
krojach belki zdefiniowano klasycznie, tzn.:

max_ w(E,T)

b
max_ w, (&,1)

o(El,t) = Lq, (D{d}s(t) . (42)

max_ 6(&,7)

¢, &)= (43)

9,(E)=

T

max_ o (&,7)

Wspotczynniki ugigé 1 naprezen odnosza si¢ do procesu nieustalonego, odpowia-
dajacego przejazdowi pociagu ztozonego z 5 pojazdow szynowych. Zwigkszenie licz-
by pojazdow moze spowodowac zwigkszenie wartosci tych wspotczynnikow.
Dynamiczne oddziatywania R (t) i=1,2,..., N, obliczane sa w punktach catkowania
réwnan ruchu odpowiadajacych modelom M, M,, MM, Quasi-statyczne oddziatywa-
nia sa state w czasie, tzn.:

R (1)=P . (44)

iqs

Wspotczynniki obciazenia i odciazenia ruchomych elementow skupionych M, M,,
MM, sa zdefiniowane nastgpujaco:

(pizll)maxRi(r), pizliminRi(r), i=12,....,N . (45)

Wspotczynniki obciazenia i odciazenia uktadu elementéw ruchomych M, M, lub
MM, sa zdefiniowane nast¢pujaco:

max@ , =max¢,, minp, =min¢g,6, i=12,..,N . (46)
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8. WARTOSCI PARAMETROW UKLADU | PARAMETROW
NUMERYCZNEGO CALKOWANIA W SYMULACJACH

Badania numeryczne odnosza si¢ do wybranego mostu kolejowego obciazonego wy-
branym pociagiem szybkobieznym. Belka bedaca modelem przegsta mostowego swo-
bodnie podpartego odpowiada jednemu torowi. Konstrukcja nosna mostu jest
stalowa, a tor utozony na podsypce tluczniowej. Wartosci parametrow belki w przy-
blizeniu odpowiadaja obicktowi SB15 opisanemu m.in. w monografii [13]:

[=1500m, m=5000kg, /, =0,80m,

E=206-10"Pa, f, =7,00Hz, y=0,004.
Uktad elementow ruchomych w przyblizeniu modeluje japonski pociag Shinkansen
zlozony z 5 pojazdow szynowych, kazdy o dlugosci b, +b,= 25,00 m i rozstawie
osiowym wozkow jezdnych b, =17,50 m. Masa nadwozia przy maksymalnym obcia-
zeniu wynosi 40 000 kg, masa ram wozkow jednych i zespotéw napedowych dwoch
dwuosiowych wozkéw jezdnych jest rowna 10 000 kg, masa czterech zestawow
kotowych réowniez wynosi 10 000 kg, czestotliwosé lokalna zawieszenia nadwozia

wynosi f = 1,00 Hz, a wspotczynnik tlumienia lokalnego zawieszenia nadwozia wy-
nosiy = 0,10 [13].

Pojazd szynowy na dwoch dwuosiowych wozkach jezdnych modelowano za pomoca
2 elementow ruchomych MM,, ktérym odpowiadaja nastgpujace parametry [13]:

M =25000kg, M =5000kg, f =1,00Hz, y =0,10,
k,=M_(2nf )’ =987 000N /m, c, =2y k,M_, =31400Ns/m.
Parametry uproszczonych modeli P, M, M, maja wartosci:
a) model P: P =294 300 N,
b) model M: M =30 000 kg,
¢) model M,;: M =30000kg, f =1,00Hz, vy =0,10,
k,=M (2nf )’ =1185000N/m, ¢, =2y Jk,M_ =37700Ns/m.

Parametry wspolne modeli P, M, M,, MM, maja wartosci:

P=294300N, £k, =8-10° N/m, b, +b,=2500m, b =17,50m, N =10.

Symulacje numeryczne przeprowadzono w przedziale predkosci eksploatacyjnych
v €[80;360][km/h]. Warunek (33) jest spetniony dla 2 =10"" s . Parametry numerycz-
ne modelu uktadu przyjgto rowne:

n=10, &=0,001N, L =15,

gdzie L, jest dopuszczalng liczba iteracji w przypadku modeli M, M,, MM,
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Predkosci rezonansowe cyklicznego uktadu sit skupionych P obliczono wedtug wzo-
ru (31), gdzie indeks 7 jest numerem sktadowej harmonicznej wymuszenia okresowe-
go belki, j jest numerem czgstotliwosci wtasnej belki. Prognozowane wartosci pre-
dkosci rezonansowych (krytycznych) v, zestawiono w tablicy, z ktorej wynika, ze dla
rozpatrywanego uktadu mozliwe do osiagnigcia predkosci rezonansowe odpowiadaja
podstawowemu uktadowi modalnemu belki (j =1) oraz harmonicznym wymuszenia

okresowego i =2,3,4,....
Tablica. Wartosci predkosci rezonansowych obcigzenia ruchomego w postaci
cyklicznego ukfadu sit ruchomych (model P)

Table. Values of resonant service speeds of the moving load in the form of
a cyclic set of moving forces (the P model)

, v, [knvh]

/ i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7
1 630 315 210 1575 126 105 90

2 2520 1260 840 630 504 420 360

9. WYNIKI BADAN NUMERYCZNYCH

Celem badan numerycznych jest ocena wpltywu podstawowych cech pojazdow
szynowych (masy nieresorowane, masy resorowane) na odpowiedz dynamiczna mo-
stu belkowego w funkcji predkosci ruchomego obciazenia cyklicznego. Na podstawie
wzorow (1 - 46) opracowano program komputerowy w jezyku Pascal do symulacji
drgan nieustalonych rozpatrywanych uktadow.

Symulacje wykonano w dyskretnym zbiorze predkosci co Av=5 km/h. Wyniki obliczen
przedstawiono narys. 6 - 11. Narys. 6 pokazano wykresy wspdtczynnika dynamiczne-
go ¢ (0,50/) odpowiadajace modelom P, M, M,, MM, Na rys. 7 przedstawiono wy-
kresy wspotczynnika dynamicznego ¢ |, (0,757) odpowiadajace tym samym modelom.
Rysunek 8 przedstawia wykresy wspotczynnika dynamicznego ¢ _(0,50/) odpowia-
dajace modelom P, M, M,, MM,, a rys. 9 — wykresy wspodtczynnika dynamicznego
¢ . (0,757) odpowiadajace tym modelom. Na rys. 10 pokazano wykresy wspotczynnika
obciazenia max¢ , odpowiadajace modelom M, M,, MM,, a na rys. 11 — wykresy
wspolczynnika odcigzenia minp , odpowiadajace tym modelom.

Z analizy wykresOw pokazanych na rys. 6 - 11 wynikaja nastgpujace wnioski:

1. W przypadku modelu P ujawniaja si¢ rezonanse sitowe odpowiadajace predko-
$ciom rezonansowym v, , v, ,V,, V, , V. . Najniebezpieczniejsze sg rezonanse
odpowiadajace v, , v,

212 7312 412 6l
212
2. Prognozowane predkosci rezonansowe dla modelu P odnosza si¢ rowniez do mo-
delu M,. Wartosci wspotczynnikéw dynamicznych sa mniejsze dla modelu M, ze
wzgledu na stabilizacyjny wptyw mas resorowanych oraz wpltyw tlumienia w za-

wieszeniach oscylatorow.

1
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Rys. 6. Wykresy wspotczynnika dynamicznego ¢, (0,50/ ) odpowiadajgce modelom P, M, M,,

MM,

Fig. 6. Diagrams of impact factor ¢, (0,50/) corresponding to the P, M, M,, MM, models
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Rys. 7. Wykresy wspotczynnika dynamicznego ¢, (0,75/) odpowiadajgce modelom P, M, M,,

MM,

Fig. 7. Diagrams of impact factor ¢, (0,75/) corresponding to the P, M, M,, MM, models
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Rys. 8. Wykresy wspotczynnika dynamicznego ¢_(0,50/) odpowiadajgce modelom P, M, M,

MM,
Fig. 8. Diagrams of impact factor ¢ _(0,50/) corresponding to the P, M, M,, MM, models
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Rys. 9. Wykresy wspotczynnika dynamicznego ¢_(0,75/) odpowiadajgce modelom P, M, M,
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Fig. 9. Diagrams of impact factor ¢_(0,75/) corresponding to the P, M, M,, MM, models
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MM, models
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Rys. 11. Wykresy wspotczynnika odcigzenia minp, odpowiadajace modelom M, M,, MM,
Fig. 11. Diagrams of minimum dynamic interaction minp, corresponding to the M, M,, MM,

models
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3. W przypadku modelu MM, widoczne jest przesunigcie rezonansow w lewo, co jest
zwiazane z obnizeniem czgstotliwosci wlasnych belki (efekt wymuszenia parame-
trycznego [13]).

4. Wykresy wspofczynnikéw dynamicznych dla modelu M odbiegaja jakoSciowo
i ilosciowo od wykreséOw dla modelu odniesienia MM,. Swiadczy to o niedo-
puszczalno$ci modelu M w obliczeniach inzynierskich.

5. Wspotezynniki obcigzenia odpowiadajace modelowi M osiagaja wartosci >>5 dla
v=170 km/h oraz dla v>285 km/h. Nieresorowane masy w modelu M odrywaja si¢
od toru juz przy v>130 km/h, co nie jest zgodne z rzeczywistoscia.

6. W przypadku modelu MM, wspolczynnik obciazenia przyjmuje realne wartosci
nie przekraczajace 2,3. Wspotczynniki odcigzenia sg bezpieczne dla v<190 km/h.
W przedziale v=210+215 km/h oraz dla v>295 km/h wystgpuje odrywanie si¢
oscylatorow dwumasowych od toru.

7. Wspotczynniki obcigzenia i odcigzenia w przypadku modelu M, nieznacznie od-
biegaja od warto$ci dla modelu P.

W celu pokazania réznic ilosciowych i jakosciowych w odpowiedziach dynamicz-
nych badanego uktadu dla modeli P, M, M,, MM, wybrano predkos$¢ rezonansowa
obciazenia ruchomego v =v, =210 km/h,. Wyniki przedstawiono na rys. 12 - 14.

. L
= A ﬂ A h Q )
Bl lef\ﬁ/l..\\\\\\\
PN AT
vl Al u
k | )1 |
| el

T

Rys. 12. Wykresy ugiecia dynamicznego w(0,50/, t) odpowiadajace modelom P, M, M,, MM,,
na tle wykresu ugiecia quasi-statycznego (/=15 m; v=210 km/h)

Fig. 12. Diagrams of dynamic deflection w(050/, t) for the P, M, M,, MM, models, against the
quasi-static deflection diagram background (/=15 m; v=210 km/h)
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Rys. 13. Wykresy naprezenia normalnego dynamicznego o(0,50/, t) w dolnych wiéknach
belki, odpowiadajgce modelom P, M, M,, MM,, na tle wykresu naprezenia normalnego
quasi-statycznego (/=15 m; v=210 km/h)

Fig. 13. Diagrams of dynamic normal stress o(0,50/, t) in the bottom fibres of the beam,
for the P, M, M,, MM, models, against the quasi-static normal stress diagram background
(/=15 m; v=210 km/h)
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Rys. 14. Wykresy wzajemnego oddziatywania R, (wartos¢ wzgledna) dla modeli M, My, MM,

('=15 m; v=210 km/h)

Fig. 14. Diagrams of interaction (the relative value) R, for the M, M,, MM, models (/=15 m;

v=210 km/h)
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Na rys. 12 pokazano wykresy ugigcia dynamicznego w(0,50/,7) odpowiadajace mo-
delom P, M, M,, MM,, na tle wykresu ugigcia quasi-statycznego. Narys. 13 przedsta-
wiono wykresy naprgzenia normalnego dynamicznego o(0,50/,t) w dolnych
wtoknach belki, odpowiadajace tym samym modelom, na tle wykresu napr¢zenia nor-
malnego quasi-statycznego. Rysunek 14 przedstawia wykresy wzajemnego od-
dziatywania R, (warto$¢ wzglgdna) dla modeli M, M,, MM,. Wybrano element
ruchomy nr 8 (tylny wozek jezdny czwartego pojazdu szynowego), poniewaz dla tego
elementu wspotczynniki obciazenia i odcigzenia przyjmuja wartosci ekstremalne.

Z wykreséw pokazanych na rys. 12 - 14 wynikaja nastgpujace wnioski:

1. W przypadku modelu P i predkosci v=210 km/h w wykresach ugi¢¢ i naprezen ujaw-
nia si¢ rezonans sitowy trzeciej sktadowej harmonicznej wymuszenia z pierwszym
uktadem modalnym belki stabo thumionej. Przy zwigkszeniu liczby pojazdéw szy-
nowych wartos$ci ekstremalne uleglyby dalszemu zwigkszeniu.

2. W przypadku modelu MM, i predkosci v=210 km/h w wykresach ugi¢¢ i naprezen
widoczne jest wyjscie ze Scistego rezonansu sitowego trzeciej sktadowej harmo-
nicznej wymuszenia z pierwszym uktadem modalnym belki stabo thumione;.

3. Wykresy wzajemnego oddziatywania R (1) zasadniczo rdznia sig od siebie w przy-
padku modeli M, M,,, MM, Najblizszy rzeczywistosci jest model MM, ze wzgledu
na uwzglednienie mas nieresorowanych i resorowanych.

10. PODSUMOWANIE

W pracy przeprowadzono symulacje uktadu testowego do oceny wptywu podstawo-
wych cech pojazdow szynowych (masy resorowane, masy nieresorowane) na odpo-
wiedZz dynamiczng mostu belkowego, w szerokim zakresie predkosci ruchomego
obciazenia cyklicznego. Opracowano algorytm numerycznego calkowania rownan ru-
chu bazujacy na metodzie Newmarka. Uwzgledniono jednostronne wigzy migdzy ze-
stawami kotowymi a torem/belka. Proponowana metodyka modelowania i symulacji
moze by¢ rozszerzona na bardziej zaawansowane modele pojazdow szynowych, sto-
sowane w obliczeniach inzynierskich.

Badania numeryczne przeprowadzono na uproszczonych modelach mostu i pojazdow
szynowych, wykorzystujac wtasny program komputerowy. Na podstawie przeprowa-
dzonych badan numerycznych mozna sformutowa¢ nast¢pujace wnioski koncowe.
W modelowaniu pojazdéw szynowych nalezy uwzglednia¢ masy nieresorowane, za-
wieszenie lepkosprezyste i masy resorowane. Model MM, majacy te cechy jest jed-
nak zbyt uproszczony; w modelu zestawu kotowego nalezatoby uwzgledni¢ oddziel-
nie: resorowane ramy wozkow, nadwozie oraz zawieszenia I i II stopnia. Konieczne
jest rowniez uwzglednienie petnej liczby pojazdow.
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THE INFLUENCE OF RAIL-VEHICLES’ PROPERTIES ON DYNAMIC
RESPONSE OF A BEAM BRIDGE

Abstract

The study is focused on assessment of the influence of the basic properties of rail-vehicles on
the dynamic response of the beam bridge in a wide range of a service velocity of the cyclic
moving load. The analysis relates to the following properties: unsprung masses (wheel sets),
sprung masses (bogie frames, bodies). The numerical research has been performed with the
use of simplified models of a bridge and rail-vehicles. The bridge is modelled as a simply-
supported Euler — Bernoulli beam. Four models of the cyclic moving load are taken into
account, i.e. the concentrated forces moving system (model P), the concentrated unsprung
masses moving system (model M), the single-mass viscoelastic oscillators moving system
(model M,), the double-mass viscoelastic oscillators moving system (model MM,). The sets of
moving elements are finite. The matrix equations of motion governing vibrations of the system
has been formulated making use of Lagrange — Ritz and Klasztorny methods. In case of the M
and MM, models the compliance of wheel sets and one-way constraints between the moving
elements and the track are taken into consideration. The numerical investigations have pointed
out that the advanced rail-vehicle models should take into account unsprung masses,
viscoelastic suspensions and sprung masses.
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