
STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono za³o¿enia modelu

materia³u porowatego Gursona-Tvergaarda-Needlemana (GTN)

bêd¹cego obecnie jednym z podstawowych modeli zniszczenia

stosowanych w analizach noœnoœci metalowych konstrukcji in¿y-

nierskich. Podano praktyczne informacje na temat doboru parame-

trów materia³owych GTN oraz prowadzenia obliczeñ numerycz-

nych w odniesieniu do stali konstrukcyjnych stosowanych w bu-

downictwie i mostownictwie. Przedstawiono przyk³ad numerycz-

nej symulacji zniszczenia elementu rozci¹ganego wykonanego ze

stali S235JR, przeprowadzonej w oparciu o model GTN. Opisano

procedurê obliczeniow¹, wyznaczone parametry mikrostruktury

GTN oraz uzyskane wyniki. Zakres symulacji obejmowa³ analizê

wytrzyma³oœciow¹ dokonan¹ w powi¹zaniu z badaniami wzrostu

mikrouszkodzeñ zachodz¹cego w trakcie procesu uplastycznia-

nia materia³u. W efekcie przeprowadzonych badañ wyznaczono

krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek, który mo¿e stanowiæ kryte-

rium mikrostrukturalne odpowiadaj¹ce przewidywanemu momen-

towi zniszczenia stali S235JR.

S£OWA KLUCZOWE: GTN, model materia³u Gursona-Tvergaar-

da-Needlemana, most, stal S235JR, zniszczenie.

ABSTRACT. The paper presents assumptions of the

Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) model for a porous

materials, which is now one of the basic damage material models

applied in the analysis of the load-bearing capacity of metal

engineering structures. The practical information about the

selection of GTN material parameters and performing numerical

calculations is given. An example of the numerical simulation of

the failure of tensile element made of S235JR steel is presented.

The calculation procedure, the determined GTN microstructure

parameters and the obtained results are described. The

simulations included the strength analysis and the study of the

micro-defects growth occurring during the plasticity process is

presented. As a result the critical volume void fraction was

determined which can be used as a microvoid criterion

corresponding to the expected S235JR steel failure.

KEYWORDS: bridge, failure, Gurson-Tvergaard-Needleman

Material Model, GTN, S235JR steel.
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1. WPROWADZENIE

Sukcesywnie wprowadzane do stosowania w Polsce euro-
pejskie normy Eurokod ju¿ na etapie projektowania
zak³adaj¹ mo¿liwoœæ wykorzystania plastycznej rezerwy
noœnoœci w odniesieniu do stali konstrukcyjnych stosowa-
nych w budownictwie i mostownictwie, jak równie¿ do
aluminium. Notowane w ostatnich latach awarie i kata-
strofy budowlane konstrukcji stalowych narzucaj¹ wy-
móg prowadzenia analiz w zakresie nieliniowym, wykra-
czaj¹cym daleko powy¿ej granicy plastycznoœci mate-
ria³u, co wymaga stosowania procedur umo¿liwiaj¹cych
numeryczn¹ symulacjê i przewidywanie momentu znisz-
czenia stali konstrukcyjnych.

W analizach wytrzyma³oœciowych materia³ów uplastycz-
nionych w zakresie odkszta³ceñ odpowiadaj¹cych poja-
wieniu siê przewê¿eñ i wiêkszych nie znajduj¹ zastoso-
wania powszechnie znane hipotezy wytrzyma³oœciowe,
w tym hipoteza Hubera-Misesa-Hencky’ego. Powodem
tego jest przyjêcie continuum materialnego, nie uwzglêd-
niaj¹cego wp³ywu uszkodzeñ mikrostrukturalnych na wy-
trzyma³oœæ materia³u. Analizê tego typu zjawisk umo¿li-
wia zastosowanie innych, bardziej zaawansowanych
modeli zniszczenia, w których zdefiniowany jest stopieñ
uszkodzenia materia³u.

Pêkanie struktur polikrystalicznych, jakimi s¹ metale, za-
chodzi wed³ug kilku podstawowych schematów. W przy-
padku pêkania ci¹gliwego (ang. ductile fracture) i pêkania
typu œciêcie (ang. shear fracture) proces zniszczenia jest
zwi¹zany z mikrostruktur¹ materia³ow¹, a œciœlej mówi¹c
z jej mikrouszkodzeniami w postaci pustek. S¹ one inicjo-
wane na obecnych w materiale wtr¹ceniach niemetalicz-
nych (ang. nonmetalic inclusions) lub wydzieleniach innej
fazy (ang. second-phase particles), a tak¿e powstaj¹ w wy-
niku nukleacji w trakcie procesu odkszta³cenia. Na Rys. 1
schematycznie pokazano poszczególne fazy pêkania
ci¹gliwego na przyk³adzie próbki rozci¹ganej o przekroju
ko³owym. W pocz¹tkowej fazie deformacji obserwuje siê
równomierne odkszta³canie próbki, obejmuj¹ce ca³¹ objê-
toœæ materia³u, w którego strukturze wystêpuj¹ mikrousz-
kodzenia (oznaczone na Rys. 1 jako drobne punkty). Stan
taki panuje a¿ do osi¹gniêcia obci¹¿enia maksymalnego,
po przekroczeniu którego, w miejscu w którym ma
nast¹piæ zerwanie, obserwuje siê znacznie intensywniej-
szy wzrost odkszta³ceñ (wyd³u¿eñ), skutkuj¹cy powsta-
niem tzw. przewê¿enia, czyli szyjki. Samo tworzenie siê
szyjki t³umaczone jest najczêœciej utrat¹ statecznoœci od-
kszta³cenia plastycznego, która nastêpuje, gdy materia³
traci zdolnoœæ do dalszego wzmocnienia [1]. W momencie

1. INTRODUCTION

The Eurocode standards, which have been successively
introduced in Poland, already at the design stage consider
the possibility of using the plastic reserve of the
load-bearing capacity for both the structural steel and the
aluminum used in construction and bridge engineering.
Due to the building failures and the steel construction di-
sasters that occurred in recent years, it is advisable to im-
pose the analysing requirements in the non-linear range,
which seriously exceeds the yield point of the material and
that requires the use of procedures that both enable the nu-
merical simulation and make it possible to predict failure
of the structural steel.

The strength analyses of the plasticized (within necking
and larger strains) materials do not correlate with the
well-known strength hypotheses, including the
Huber-Mises-Hencky hypothesis. The reason for that is
the adoption of a material continuum which does not take
into account the influence of the microstructural damage
on the material strength. The analysis of such phenomena
is possible thanks to the other, more advanced, damage
models for which a material damage degree is defined.

Fracture of polycrystalline structures, such as metals,
takes place in accordance with several basic schemas. In
the case of both the ductile fracture and the shear fracture
the process of failure is related to the material
microstructure or, more precisely, to its microdamages in
the form of voids. They are initialized on the nonmetallic
inclusions or on the second-phase particles existing in the
material and result from a nucleation during the process of
deformation. Figure 1 shows schematically the different
phases of ductile fracture based on the tensile sample with
a circular cross-section. At the initial stage of deformation
there has been an equal deformation of the sample, cover-
ing the whole volume of material in the structure of which
the microdamages appear (labeled in Figure 1 as small
points). Such state prevails until reaching the maximum
loading. When it is exceeded, in the place in which the
crack is expected to occur, the considerably more inten-
sive increase of deformations (elongations), resulting in
the occurrence of necking, is observed. Formation of the
neck itself is usually explained as the loss of stability of
plastic deformation which occurs when the material loses
its ability to hardening [1]. At the moment of the appear-
ance of necking, the current state of stress in its surround-
ing changes from the uniaxial to the complex one. The
cohesion forces that combine the material matrix with in-
clusions and second-phase particles are exceeded,
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pojawienia siê przewê¿enia, w jego otoczeniu dochodzi
do zmiany panuj¹cego stanu naprê¿enia z jednoosiowego
na z³o¿ony. Przekroczone zostaj¹ si³y spójnoœci ³¹cz¹ce
matrycê materia³ow¹ z wtr¹ceniami i wydzieleniami innej
fazy, skutkiem czego dochodzi do jej oddzielania i po-
wstawania pustek. W œrodkowej czêœci próbki, a dok³ad-
nie w p³aszczyŸnie szyjki, dochodzi do intensywnego
wzrostu i ³¹czenia siê mikrouszkodzeñ w postaci pustek,
a intensywnoœæ tego procesu maleje w miarê oddalania
siê od strefy silnie odkszta³conej plastycznie. Najistot-
niejszy wp³yw na proces zniszczenia materia³u ma wzrost
i ³¹czenie siê pustek przez zlokalizowane odkszta³cenia
plastyczne. Koñcowe rozdzielenie materia³u w przypad-
ku pêkania ci¹gliwego objawia siê œciêciem zewnêtrzne-
go pierœcienia próbki i rozdzieleniem czêœci œrodkowej.
Nale¿y zaznaczyæ, ¿e mechanizm opisany powy¿ej, po-
kazany schematycznie na Rys. 1, dotyczy sytuacji wyide-
alizowanej, w której szyjka powstaje w jednym miejscu,
w po³owie wysokoœci rozci¹ganej próbki. W warunkach
rzeczywistych zachodzi czasami sytuacja, kiedy na skutek
wp³ywu imperfekcji geometrycznych i strukturalnych
szyjka powstaje w strefach blisko zamocowañ, jak rów-
nie¿, gdy powstaje kilka szyjek na d³ugoœci próbki.

Jednym z pierwszych modeli materia³owych, w którym
uwzglêdniono wp³yw wzrostu mikrouszkodzeñ, definio-
wanych jako udzia³ objêtoœciowy pustek, na wytrzy-
ma³oœæ materia³u by³ model materia³u porowatego Gurso-
na [2], bêd¹cy w istocie zmodyfikowan¹ form¹ hipotezy
Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH). W latach póŸniej-
szych model Gursona by³ poddawany ró¿nym modyfika-
cjom, które opisano w nastêpnym rozdziale.

Modelem, który ugruntowa³ siê w literaturze, jak równie¿
zosta³ zaimplementowany do szeregu profesjonalnych pro-
gramów obliczeniowych, jest modyfikacja Tvergaarda [3],
który wspólnie z Needlemanem [4] opracowa³ i rozwin¹³
metodê okreœlan¹ w literaturze jako model Gursona-Tver-
gaarda-Needlemana, w skrócie GTN. Dziêki uwzglêd-
nieniu niektórych parametrów mikrostrukturalnych oraz

whereby it comes to its separation and the formation of
voids. In the central part of the specimen, to be precise, in
the plane of the neck, occurs a rapid growth and coales-
cence of microdamages in the form of voids, and the inten-
sity of the process decreases depending on the distance
from the strongly plastically deformed zone. The most es-
sential influence on the process of the material failure has
the growth and the coalescence of voids caused by the lo-
calized plastic deformations. The final separation of the
material in the case of ductile fracture comes in the form of
the shear fracture of the external ring of the specimen and
the separation of the central part. It should be emphasized
that the above described mechanism, schematically shown
in Figure 1, refers to an idealized situation in which the
neck is formed at one place, in the half of the height of the
tensile specimen. In fact, it sometimes happens that, as the
result of the influence of geometrical and structural imper-
fections, the neck is formed in areas close to the grips. It
may also happen that a few necks are formed on the length
of the specimen.

One of the first material models, which incorporates the
influence of microdamage growth (defined as the void
volume fraction) on the material strength, was the Gurson
porous material model [2] which, in fact, is a modified
form of the Huber-Mises-Hencky (HMH) hypothesis. In
the following years, Gurson model was subjected to vari-
ous modifications, which are described in the next section.

A model that has been established in the literature and im-
plemented into the number of professional computing pro-
grams, is the modification introduced by Tvergaard [3]
who together with Needleman [4] designed and developed
the method known in the literature as a model of
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN). Thanks to the in-
corporation of certain microstructural parameters and the
plastic properties of the material, the GTN method enables
the modeling of plastic ranges until the failure of a num-
ber of porous materials, including various types of struc-
tural steel used in bridge engineering, such as S235 and
S355 [5, 6].
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Fig. 1. Ductile fracture micromechanism

Rys. 1. Mikromechanizm zniszczenia ci¹gliwego

a) undeformed element / element nieodkszta³cony,

b) necking / przewê¿enie,

c) microdamage nucleation / nukleacja mikrouszkodzeñ

d) microdamage growth / wzrost mikrouszkodzeñ,

e) microdamage coalescence resulting in crack initiation /

³¹czenie mikrouszkodzeñ prowadz¹ce do inicjacji

pêkniêcia,

f) failure / zniszczenie

a) b) c) d) e) f)



w³asnoœci plastycznych materia³u, metoda GTN umo¿li-
wia modelowanie zakresów plastycznych a¿ do zniszcze-
nia szeregu materia³ów porowatych, w tym ró¿nego ro-
dzaju stali konstrukcyjnych stosowanych w mostow-
nictwie, takich jak S235 i S355 [5, 6].

Zmodyfikowany model Gursona-Tvergaarda-Needlema-
na jest obecnie podstawowym modelem zniszczenia zale-
canym przez europejskie normy Eurokod [7] oraz literatu-
rê [8] do stosowania w analizach noœnoœci konstrukcji
stalowych, które pracuj¹ w zakresach nieliniowych oraz
stanach awaryjnych. W odniesieniu do stali konstrukcyj-
nych zastosowanie modelu GTN daje dobr¹ zbie¿noœæ
wyników uzyskanych na drodze obliczeñ numerycznych
i badañ eksperymentalnych [9 - 11].

Artyku³ ma na celu przybli¿enie in¿ynierom i naukowcom
zwi¹zanym z mostownictwem modelu materia³u porowa-
tego Gursona-Tvergaarda-Needlemana (GTN), jak rów-
nie¿ podanie praktycznych informacji na temat doboru pa-
rametrów materia³owych oraz prowadzenia obliczeñ
numerycznych. Model GTN mo¿e mieæ szczególne zasto-
sowanie w trakcie opracowywania ekspertyz dotycz¹cych
bezpieczeñstwa u¿ytkowania obiektów mostowych w sy-
tuacji wyst¹pienia awarii. W artykule przedstawiono rów-
nie¿ przyk³ad numerycznej symulacji rozci¹gania elemen-
tu wykonanego ze stali S235JR, opisuj¹c sposób
prowadzenia obliczeñ, wyznaczone parametry mikro-
struktury GTN oraz uzyskane wyniki.

2. MODEL GTN DLA MATERIA£U
POROWATEGO

Oryginalny model materia³u porowatego Gursona [2] zo-
sta³ oparty na za³o¿eniu, ¿e udzia³ pustki w funkcji poten-
cja³u plastycznego uwzglêdniony jest nie przez jej objê-
toœæ, lecz udzia³ objêtoœciowy f , zgodnie z zale¿noœci¹:
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– naprê¿enie efektywne wed³ug hipotezy HMH,
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– granica plastycznoœci,

�
m

– naprê¿enie œrednie (ciœnienie hydrostatyczne),

f – wartoœæ udzia³u objêtoœciowego pustek.

Warunek (1) w latach póŸniejszych podlega³ ró¿nym mo-
dyfikacjom. Z najistotniejszych zmian nale¿y wymieniæ
wprowadzenie przez Tvergaarda tzw. wspó³czynników q

i
,

The modified Gurson-Tvergaard-Needleman model is at
present the basic damage model recommended by the
Eurocode standards [7] and the literature [8] in
load-bearing analysis of steel structures that work in both
the non-linear ranges and the emergency situations. Re-
garding the use of structural steel, GTN model provides a
good convergence of the results obtained by both the nu-
merical calculations and the experimental research [9 - 11].

The aim of this publication is to acquaint engineers and
scientists, associated with the bridge engineering, with the
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) porous material
model, as well as provide practical information on the se-
lection of material parameters and numerical calculations.
The GTN model may be particularly useful when develop-
ing expertise related to the contingency plans in the event
of bridge failures. The paper also presents an example of
numerical analysis of a tensile element made of steel
S235JR and describes the method of calculation, the des-
ignated GTN microstructure parameters and the results.

2. THE GTN MODEL FOR THE POROUS
MATERIAL

The original Gurson porous material model [2] was based
on the assumption that the proportion of void in the plastic
potential function is not taken into account by its volume,
but by the volume fraction f , according to the formula:
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where:

�
e

– effective stress according to HMH hypothesis,

�
0

– yield point,

�
m

– mean stress (hydrostatic pressure),

f – value of void volume fraction.

As mentioned before, the condition (1) was later subjected
to various modifications. The most significant changes in-
clude the introduction of so-called coefficients q

i
intro-

duced by Tvergaard and called after his name “Tvergaard
parameters”, which define some plastic properties of the
material [3]. The yield condition of the modified Gurson
model, taking into account the Tvergaard coefficients, has
got the form [3]:
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nazywanych od jego nazwiska parametrami Tvergaarda,
które definiuj¹ pewne w³asnoœci plastyczne materia³u [3].
Warunek plastycznoœci zmodyfikowanego modelu Gurso-
na uwzglêdniaj¹cego wspó³czynniki Tvergaarda otrzyma³
postaæ [3]:

� �
�

�
�
�

�

�
	
	 
 �

�

�
�
�

�

�
	
	 � 


�

�

�

�
e mq f q q f

0

2

1 2

0

3
22

3

2
1cosh ( ) � 0 . (2)

Wartoœci typowe dla materia³ów metalowych okreœlone
zosta³y przez Tvergaarda jako [3, 12]:
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Kolejn¹ zmian¹ by³a modyfikacja bie¿¹cej wartoœæ udzia³u
objêtoœciowego pustek f (ang. Void Volume Fraction,
w skrócie VVF), wprowadzona przez Tveergaarda i Nee-
dlemana [4], zgodnie z funkcj¹:
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gdzie:

f
c

– krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek odpo-
wiadaj¹cy pocz¹tkowi ich ³¹czenia,

f
F

– krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek odpo-
wiadaj¹cy zniszczeniu materia³u.

Uwzglêdniaj¹c opisane powy¿ej modyfikacje, obecnie
warunek plastycznoœci GTN okreœlony jest najczêœciej
jako:
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gdzie:

�
e

– naprê¿enie efektywne wed³ug hipotezy Hube-
ra-Misesa-Hencky’ego,

�
0

– granica plastycznoœci,

�
m

– naprê¿enie œrednie (ciœnienie hydrostatyczne),

f * – bie¿¹ca wartoœæ udzia³u objêtoœciowego pu-
stek,

q
i

– wspó³czynniki Tvergaarda.

Bie¿¹c¹ wartoœæ udzia³u objêtoœciowego pustek f * opisu-
je zale¿noœæ:

Typical values for metallic materials were determined by
Tvergaard as [3, 12]:
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Another change was the modification of the current value
of void volume fraction (VVF) f , introduced by
Tveergaard and Needleman [4] according to the following
function:
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where:

f
c

– critical void volume fraction corresponding to
the onset of their coalescence,

f
F

– critical void volume fraction corresponding to
the material failure.

Taking into consideration the modifications described
above, at present the GTN yield condition is usually de-
fined as follows:
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where:

�
e

– effective stress according to the Huber-Mi-
ses-Hencky hypothesis,

�
0

– yield point,

�
m

– mean stress (hydrostatic pressure),

f * – current void volume fraction,

q
i

– Tvergaard coefficients.

The current void volume fraction f * is determined by the
following formula:
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where:

f
c

– critical void volume fraction corresponding to
the onset of their coalescence,

f
F

– critical void volume fraction corresponding to
the material failure,
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gdzie:

f
c

– krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek odpo-
wiadaj¹cy pocz¹tkowi ³¹czenia siê pustek,

f
F

– krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek odpo-
wiadaj¹cy zniszczeniu materia³u,

f
F

– wspó³czynnik definiuj¹cy prêdkoœæ wzrostu
f * opisany zale¿noœci¹:
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Udzia³ objêtoœciowy pustek istniej¹cych w strukturze ma-
teria³u okreœla wielkoœæ f

0
, odnosz¹ca siê do jego pier-

wotnej porowatoœci. Oznacza to, ¿e w sytuacji pocz¹tko-
wej, gdy materia³ nie zosta³ jeszcze poddany procesowi
deformacji, bie¿¹ca wartoœæ udzia³u objêtoœciowego pu-
stek wynosi f f* �

0
. Zarówno bie¿¹ca wartoœæ udzia³u

objêtoœciowego pustek f * (VVF), jak i krytyczne wartoœci
f

c
oraz f

F
odnoszone s¹ do macierzy materia³owej

z³o¿onej z wydzielonych elementów o œciœle okreœlonych
wymiarach, co w symulacjach numerycznych prowadzo-
nych w oparciu o metodê elementów skoñczonych MES
odpowiada pojedynczym elementom skoñczonym.

Proces wzrostu pustek opisywany jest najczêœciej za po-
moc¹ nastêpuj¹cego modelu:

� � � ( ) � :

exp

f f f f

f

s s

gr nucl

pl

N

N

em

pl

N
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 � � 
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gdzie:
�f – wzrost udzia³u objêtoœciowego pustek,
�f

gr
– wzrost udzia³u objêtoœciowego pustek ist-

niej¹cych w materiale,
�f

nucl
– wzrost udzia³u objêtoœciowego pustek spowo-

dowany ich nukleacj¹,

f
N

– udzia³ objêtoœciowy pustek nukleowanych,

s
N

– odchylenie standardowe odkszta³cenia nukle-
acji pustek,

�� pl – tensor prêdkoœci przyrostu odkszta³ceñ pla-
stycznych,

f
F

– the coefficient defining the rate of growth f *

described by the following relation:

f q q q q
F

� 
 �( ) /
1 1

2
3 3

.

The volume fraction of voids existing in the structure of
the material is determined by the coefficient f

0
which re-

fers to the original porosity. This indicates that in the ini-
tial situation, when the material has not yet been subjected
to the deformation process, the current value of the void
volume fraction equals f f* �

0
. Both the current value of

void volume fraction f * (VVF) and the critical values of
f

c
and f

F
refer to the matrix material consisting of sepa-

rate components with specific dimensions, what in the nu-
merical simulations, carried out on the basis of the finite
element method (FEM), corresponds to single finite ele-
ments.

The growth of voids is usually described using the follow-
ing model:

� � � ( ) � :

exp

f f f f

f

s s
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(7)

where:
�f – growth of the void volume fraction,
�f

gr
– growth of the volume fraction of voids existing

in the material,
�f

nucl
– growth of the volume fraction of voids due to

their nucleation,

f
N

– the volume fraction of voids nucleated,

s
N

– standard deviation of void nucleation strain,

�� pl – tensor of plastic strain rate increase,

I – second-order tensor defining the growth rate of
plastic strain,

�
N

– the mean void nucleation strain,

�
em

pl – equivalent plastic strain,

��
em

pl – equivalent plastic strain growth rate.

It should be pointed out that the process of microdamage
growth is still the subject of intense research, and equation
(7) is subjected to various modifications [e.g. 13].
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I – tensor drugiego rzêdu definiuj¹cy prêdkoœæ
przyrostu odkszta³ceñ plastycznych,

�
N

– œrednie odkszta³cenie nukleacji pustek,

�
em

pl – zastêpcze odkszta³cenie plastyczne,

��
em

pl – prêdkoœæ przyrostu zastêpczego odkszta³cenia
plastycznego.

Nale¿y zaznaczyæ, ¿e proces wzrostu mikrouszkodzeñ
w dalszym ci¹gu jest przedmiotem intensywnych badañ,
a relacja (7) poddawana jest ró¿nym modyfikacjom [13].

3. PARAMETRY MATERIA£OWE
MODELU GTN DLA STALI
KONSTRUKCYJNYCH

Model GTN jest modelem skomplikowanym, opisanym
przez szereg wielkoœci. Poni¿ej scharakteryzowano jego
poszczególne parametry przedstawiaj¹c sposób ich wy-
znaczania lub przyjmowania, a tak¿e podano wartoœci ty-
powe, stosowane w odniesieniu do stali konstrukcyjnych.

Parametry sprê¿ysto-plastyczne materia³u

Parametry sprê¿yste najczêœciej opisywane s¹ za pomoc¹
wspó³czynnika sprê¿ystoœci pod³u¿nej E i liczby Poissona
v, które dla stali mo¿na przyj¹æ odpowiednio E = 205 GPa
oraz v = 0,3. W celu zdefiniowania w³asnoœci plastycz-
nych materia³u konieczne jest okreœlenie granicy plastycz-
noœci �

0
oraz wartoœci rzeczywistych naprê¿eñ normal-

nych � w funkcji odpowiadaj¹cych im odkszta³ceñ �
w zakresie plastycznym. Nieliniow¹ relacjê � �( ) mo¿na
opisaæ za pomoc¹ modeli upraszczaj¹cych, np. modelu
Ramberga-Osgooda.

Udzia³ objêtoœciowy pustek istniej¹cych
w materiale f

0

Wielkoœæ f
0

okreœla pocz¹tkowy udzia³ objêtoœciowy pu-
stek znajduj¹cych siê w materiale i odnosi siê do jego po-
rowatoœci. Udzia³ objêtoœciowy pustek f

0
wyznacza siê

w trakcie badañ mikrostrukturalnych przy u¿yciu np. tech-
niki skaningowej, odnosz¹c powierzchniê wtr¹ceñ i wy-
dzieleñ do powierzchni referencyjnej. Mo¿liwe jest rów-
nie¿ wyznaczenie porowatoœci pocz¹tkowej zgodnie
z prawem Archimedesa i tym samym okreœlenie f

0
. Alter-

natywn¹ metod¹ jest przyjêcie maksymalnej dopuszczal-
nej zawartoœci wtr¹ceñ i wydzieleñ dla danego materia³u,
za³o¿enie ich sferycznego kszta³tu i obliczenie wielkoœci
f

0
.

3. MATERIAL PARAMETERS OF THE
GTN MODEL FOR THE STRUCTURAL
STEELS

The GTN model is a complicated one as it is described by
a number of parameters. Presented below are its individual
parameters described through the presentation of the way
they have been determined or assumed. The typical values
applied to structural steels are also described below.

Elastic-plastic material parameters

Elastic parameters are usually described by the longitudi-
nal elasticity coefficient E and the Poisson’s ratio v, which
can be assumed for steel as E = 205 GPa and v = 0.3. In or-
der to define the plastic properties of a material, it is neces-
sary to determine both the yield point �

0
and the value of

the true normal stress � in a function of the corresponding
to them strains � in the plastic range. The non-linear rela-
tionship � �( ) can be described by the simplified models,
e.g. the Ramberg-Osgood model.

The volume fraction of voids existing in the
material f

0

The rate f
0

specifies the initial void volume fraction in the
material and refers to its porosity. Void volume fraction
f

0
is determined by conducting the microstructural stud-

ies using e.g. the scanning techniques and addressing the
inclusions and particles surface to the reference surface. It
is also possible to determine the initial porosity in accor-
dance to the law of Archimedes and thus determine the f

0
.

An alternative method is the assumption of a maximum
content of inclusions and particles for a given material, as
well as their spherical shape and the calculation of the pa-
rameter f

0
.

Tvergaard coefficients q
i

Typical values of the Tvergaard coefficients assumed for
metallic materials are the rates q

1
= 1.5, q

2
= 1.0 and

q q
3 1

2� = 2.25 [3, 12]. These values were for many years
treated as constants, and are often found in the literature.
Studies conducted in the later years showed that the
Tvergaard coefficients are dependent on the elastic and
strength properties of the material, i.e. the coefficient of
the longitudinal elasticity E, the yield point �

0
and the

hardening exponent N [14].
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Wspó³czynniki Tvergaarda q
i

Typowymi wartoœciami wspó³czynników Tvergaarda
przyjmowanymi dla materia³ów metalowych s¹ wielkoœci
q

1
= 1,5; q

2
= 1,0 oraz q q

3 1
2� = 2,25 [3, 12]. Wartoœci te

przez lata traktowano jako sta³e i s¹ one czêsto spotykane
w literaturze. W przeprowadzonych w latach póŸniejszych
badaniach wykazano, ¿e wspó³czynniki Tvergaarda zale-
¿ne s¹ od w³asnoœci sprê¿ysto-wytrzyma³oœciowych mate-
ria³u, tj. wspó³czynnika sprê¿ystoœci pod³u¿nej E, granicy
plastycznoœci �

0
oraz wyk³adnika umocnienia N [14].

Krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek
odpowiadaj¹cy pocz¹tkowi ³¹czenia siê
pustek f

c

Zgodnie z wynikami badañ Richelsena i Tvergaarda [15]
wielkoœæ f

c
jest powi¹zana z pocz¹tkowym udzia³em ob-

jêtoœciowym pustek f
0
. Przyjmuje siê, ¿e minimalna war-

toœæ krytycznego udzia³u objêtoœciowego pustek odpo-
wiadaj¹cego pocz¹tkowi ³¹czenia siê pustek wynosi f

c
=

= 0,04 dla f
0

= 0, osi¹gaj¹c maksimum f
c

= 0,12 dla f
0

=
= 0,06. Wielkoœæ f

c
mo¿e byæ wyznaczana w trakcie sy-

mulacji numerycznych na zasadzie kalibracji krzywej wy-
trzyma³oœciowej wyznaczonej obliczeniowo i ekspery-
mentalnie.

Krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek
odpowiadaj¹cy zniszczeniu materia³u f

F

Maksymaln¹ teoretyczn¹ wartoœci¹ tego parametru jest
f

F
= 0,667. Jednak¿e z obserwacji wynika, ¿e materia³y

metalowe niszcz¹ siê przy du¿o ni¿szych udzia³ach objê-
toœciowych pustek, w granicach f

F
= 0,10 ÷ 0,25. Zale-

¿noœci¹ podawan¹ w literaturze jest relacja wi¹¿¹ca kry-
tyczny udzia³ objêtoœciowy pustek odpowiadaj¹cy
zniszczeniu materia³u f

F
z udzia³em objêtoœciowym pu-

stek istniej¹cych w materiale f
0

w postaci: f
F

= 0,15 +
+ 2 f

0
[16].

Udzia³ objêtoœciowy pustek nukleowanych f
N

Wielkoœæ f
N

wyznaczana jest w trakcie badañ mikro-
strukturalnych materia³u poddanego odkszta³ceniu, analo-
gicznie jak w przypadku f

0
. Z uwagi na bardzo ma³e roz-

miary nukleowanych mikrouszkodzeñ, eksperymentalne
wyznaczenie parametru f

N
jest zagadnieniem trudnym.

Dla stali konstrukcyjnych typow¹ wartoœci¹ udzia³u objê-
toœciowego pustek nukleowanych jest f

N
= 0,04.

The critical void volume fraction corresponding
to the onset of void coalescence f

c

According to the results of researches conducted by
Tvergaard and Richelsen [15] the parameter f

c
is related

to the initial void volume fraction f
0
. It is assumed that the

minimum value of the critical void volume fraction corre-
sponding to the onset of void coalescence equals f

c
= 0.04

for f
0

= 0, reaching the maximum f
c

= 0.12 for f
0

= 0.06.
The parameter f

c
can be determined during numerical

simulations on the basis of the calibration of the
computationally and experimentally determined strength
curve.

The critical void volume fraction corresponding
to the material damage f

F

The maximum theoretical value for this parameter is f
F

=
= 0.667. However, the observations show that metallic
materials are subjected to damage at much lower void vol-
ume fractions, within the limits of f

F
= 0.10 ÷ 0.25. A re-

lation appearing in the literature is the relation that binds
the critical void volume fraction corresponding to the ma-
terial damage f

F
with a volume fraction of voids existing

in the material f
0

in the form of f
F

= 0.15 + 2 f
0

[16].

Volume fraction of nucleated voids f
N

Parameter f
N

is determined by conducting the micro-
structural analysis of the material subjected to deforma-
tion, as in the case of f

0
. Due to a very small dimensions

of nucleated microdamages, the experimental determina-
tion of the parameter f

N
is a difficult issue. A typical

value of the nucleated void volume fraction for structural
steels is f

N
= 0.04.

The mean strain of void nucleation �
N

The parameter�
N

determines the level of strains related to
nucleation that is formation of new voids. The strain of nu-
cleation �

N
can be determined experimentally, for exam-

ple by means of electro-mechanical technology DCPD
(Direct Current Potential Drop). The typical value for
structural steels is �

N
= 0.30.

The standard deviation of the void nucleation
strain s

N

The GTN model assumes a normal distribution of the void
nucleation strain �

N
whose value is adopted in the range

s
N

= 0.01 ÷ 0.10.

302 Pawe³ Kossakowski



Œrednie odkszta³cenie nukleacji pustek �
N

Parametr�
N

okreœla poziom odkszta³ceñ przy których do-
chodzi do nukleacji, czyli powstawania nowych pustek.
Odkszta³cenie nukleacji �

N
mo¿e byæ wyznaczane ekspe-

rymentalnie, np. za pomoc¹ elektromechanicznej techniki
DCPD (ang. Direct Current Potential Drop). Wielkoœci¹
typow¹ dla stali konstrukcyjnych jest �

N
= 0,30.

Odchylenie standardowe odkszta³cenia
nukleacji pustek s

N

W modelu GTN zak³ada siê normalny rozk³ad od-
kszta³cenia nukleacji pustek �

N
o odchyleniu standardo-

wym s
N

, którego wartoœæ jest przyjmowana w zakresie
s

N
= 0,01 ÷ 0,10.

4. NUMERYCZNE MODELOWANIE
PLASTYCZNEGO ZAKRESU PRACY
MATERIA£U W OPARCIU O MODEL GTN

Prowadzenie obliczeñ w sytuacji, gdy materia³ pracuje
w zakresie plastycznym jest zagadnieniem skomplikowa-
nym, a in¿ynier prowadz¹cy tego typu obliczenia mo¿e
w ich trakcie napotkaæ szereg problemów. Podstawow¹
trudnoœci¹ jest fakt, ¿e wiele popularnych programów ob-
liczeniowych stosownych w Polsce w ogóle nie umo¿li-
wia definiowania w³asnoœci sprê¿ysto-plastycznych mate-
ria³ów, a co za tym idzie analiza zakresów nieliniowych
jest niemo¿liwa. Model GTN jest zaimplementowany
w zaawansowanych programach opartych o metodê elem-
entów skoñczonych, takich jak Abaqus, ANSYS, ADINA
i inne, natomiast w szeregu programów in¿ynierskich nie
jest on dostêpny.

Kolejnym problemem jest fakt, ¿e w trakcie symulacji
procesów pêkania ci¹gliwego przy u¿yciu metody ele-
mentów skoñczonych pojawia siê tzw. efekt skali siatki
(ang. mesh-size effect), maj¹cy prze³o¿enie na uzyskiwane
wyniki. Efekt ten jest wyraŸnie widoczny w przypadku za-
stosowania modelu GTN, w postaci zjawiska os³abienia
wytrzyma³oœci materia³u (ang. softening), wyró¿niaj¹ce-
go siê obni¿eniem koñcowej czêœci wykresu wytrzy-
ma³oœciowego. Co prawda opracowano kilka metod, za po-
moc¹ których efekt os³abienia jest minimalizowany, jednak
z uwagi na brak implementacji tych metod w dostêpnym na
rynku oprogramowaniu ich praktyczne zastosowanie jest
mocno ograniczone. Najprostszym sposobem minimaliza-
cji efektu os³abienia jest stosowanie siatki o odpowiednich
wymiarach, np. w oparciu o tzw. wymiar charakterystyczny

4. NUMERICAL MODELING OF THE
PLASTIC RANGE OF THE MATERIAL
WORK ON THE BASIS OF THE GTN
MODEL

Conducting calculations when the material works in the
plastic range is a complicated matter and an engineer doing
such calculations may encounter several problems. The
main difficulty is the fact that many popular calculation
programs applicable in Poland do not enable defining the
elastic-plastic properties of materials and thus the analysis
of the non-linear ranges is not possible. The GTN model is
implemented in the advanced programs based on the finite
element method such as Abaqus, ANSYS, ADINA and oth-
ers, however it is not available in a number of engineering
programs.

Another problem is the fact that during the simulation of
ductile fracture, using the finite elements method, appears
the mesh-size effect which has an impact on the obtained
results. This softening effect is clearly visible in the case of
GTN model application and is characterized by lowering
the final part of the strength curve. Although several meth-
ods of its minimalizing have been developed, due to the
lack of implementation of these methods in commercially
available software, their practical use is severely limited.
The simplest method of the softening effect minimization
is the use of a properly sized mesh e.g. on the basis of the
so-called characteristic length. This dimension, in case of
the structural steel, is in the range from 200 to 300 µm and
the mesh of the numerical model should have the same
minimal dimensions. Another method is the determination
of the area in a numerical model that constitutes a process
zone in which the failure of a material is expected. Ap-
plying in this area a material model that takes into consid-
eration the influence of microdamages on its strength, that
is a cell model, e.g. the GTN model. A model of the elas-
tic-plastic material [11, 17] is applied in the remaining part
of the element. Such an approach in the calculation gives a
qualitatively better results compared to the classical one
due to the fact that it reflects the actual phenomena and
processes which take place in the material structure, espe-
cially the microdamage evolution. However, in the event
of complicated cases, an incorrectly determined process
zone may result in calculation errors, and therefore the ap-
plication of this method seems to be limited.

It should also be noted that simulating the inelastic states
often requires numerical calculations using the dynamic

ROADS AND BRIDGES – DROGI I MOSTY 11 (2012) 295 - 310 303



(ang. characteristic length). Wymiar ten w przypadku sta-
li konstrukcyjnych waha siê w granicach 200 ÷ 300 µm
i takie minimalne wymiary powinna mieæ siatka modelu
numerycznego. Kolejn¹ metod¹ jest wydzielenie w mode-
lu numerycznym obszaru, w którym spodziewane jest
zniszczenie materia³u (ang. process zone) i zastosowanie
tam modelu materia³owego uwzglêdniaj¹cego wp³yw mi-
krouszkodzeñ na jego wytrzyma³oœæ (ang. cell model), np.
modelu GTN. W pozosta³ej czêœci elementu stosuje siê
model materia³u sprê¿ysto-plastycznego [11, 17]. Zasto-
sowanie w obliczeniach takiego podejœcia daje jakoœcio-
wo lepsze wyniki w porównaniu z podejœciem klasycz-
nym, gdy¿ odzwierciedla rzeczywiste zjawiska i procesy
jakie zachodz¹ w strukturze materia³u, g³ównie ewolucjê
mikrouszkodzeñ. Jednak w przypadkach skomplikowa-
nych niepoprawne przyjêcie strefy zniszczenia mo¿e pro-
wadziæ do b³êdów obliczeniowych i z tego wzglêdu stoso-
wanie tej metody wydaje siê byæ ograniczone.

Nale¿y równie¿ dodaæ, ¿e symuluj¹c stany pozasprê¿yste
czêsto konieczne jest prowadzenie obliczeñ numerycz-
nych przy u¿yciu modu³ów analizy dynamicznej (np.
Abaqus Explicit), co w przypadku d³ugich czasów zadañ
stawia du¿e wymogi jednostkom obliczeniowym.

5. PRZYK£AD SYMULACJI
ZNISZCZENIA STALI S235JR
Z WYKORZYSTANIEM MODELU GTN

Model GTN jest podstawowym modelem zniszczenia za-
lecanym przez normatywy i literaturê do stosowania
w analizach stanów pozasprê¿ystych konstrukcji metalo-
wych. Z praktycznego punktu widzenia interesuj¹ca jest
mo¿liwoœæ prowadzenia obliczeñ w ca³ym zakresie pracy
elementu i materia³u, tj. od stanu nieobci¹¿onego a¿ do
zniszczenia. Poni¿ej przedstawiono przyk³ad symulacji
numerycznej elementu rozci¹ganego wykonanego ze stali
S235JR, która jest jednym z podstawowych gatunków sto-
sowanych w mostownictwie. Stal S235JR zalicza siê do
grupy stali niskowêglowych o maksymalnej zawartoœci
wêgla 0,2 % oraz maksymalnych zawartoœciach pierwiast-
ków: Mn = 1,40%, P = 0,035%, S = 0,035% oraz N =
= 0,012%.

Przeprowadzona analiza obejmuje dwa zasadnicze zakre-
sy: okreœlenie parametrów mikrostruktury GTN oraz mo-
delowanie numeryczne statycznej próby rozci¹gania ele-
mentu o przekroju ko³owym wraz z symulacj¹ zniszczenia
stali S235JR w oparciu o model GTN. W pierwszym eta-
pie okreœlono parametry wytrzyma³oœciowe stali S235JR

analysis modules (e.g. Abaqus Explicit) which, in case of
long-term tasks demands certain requirements from the
calculation units.

5. EXAMPLE SIMULATION OF FAILURE
OF S235JR STEEL USING THE GTN
MODEL

The GTN model is a basic failure model recommended by
the standards and the literature for use in the analysis of the
inelastic states of metal structures. From a practical per-
spective, the possibility of conducting calculations in the
entire range of the material and the element operation, i.e.
the unloaded state until the failure is interesting. Presented
below is an example of the numerical simulation of a ten-
sile element made of S235JR steel, which is one of the ba-
sic materials used in the bridge engineering. The S235JR
steel belongs to a group of low carbon steels having a maxi-
mum carbon content of 0.2% and the maximum content of
the following elements: Mn = 1.40%, P = 0.035%, S =
= 0.035% and N = 0.012%. The analysis includes two ma-
jor ranges: defining the parameters of the GTN
microstructure and the numerical modeling of the static
tensile strength tests of the element with a circular
cross-section with the S235JR steel failure simulation
based on the GTN model. The first stage of the simulation
has defined the S235JR steel strength parameters based on
a standard static tensile strength tests for specimens with
a circular cross-section, in accordance with [18]. The test
was performed using the MTS 322 testing machine with
a load-bearing capacity of 100 kN and the hydraulic drive
with a controlled increase of displacement. The applied
specimens had the nominal diameter d = 10 mm and the
length of the measuring base L = 50 mm. The sample size
was n = 8 specimens. Average strength parameters for the
significance level of 0.05 were: yield point�

0
= 318 ± 2.59

MPa, with a standard deviation s = 3.73 MPa and the tensile
strength�

m
= 457 ± 4.91 MPa with a standard deviation s =

= 7.09 MPa. A mean elongation was A= 33.3 ± 1.47% [11].
The strength parameters obtained from the test enabled the
approximation of the tensile curve � �( ) according to the
following model [11]:
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w oparciu o standardow¹ próbê statycznego rozci¹gania
próbek o przekroju ko³owym wed³ug [18]. Próbê prowa-
dzono przy u¿yciu maszyny wytrzyma³oœciowej MTS 322
o noœnoœci 100 kN i napêdzie hydraulicznym przy kontro-
lowanym przyroœcie przemieszczenia. Zastosowano prób-
ki o œrednicy nominalnej d =10 mm i d³ugoœci bazy po-
miarowej L =50 mm. Liczebnoœæ próby wynosi³a n = 8
próbek. Œrednie parametry wytrzyma³oœciowe dla pozio-
mu istotnoœci 0,05 wynios³y: granica plastycznoœci �

0
=

= 318 ± 2,59 MPa z odchyleniem standardowym s =
= 3,73 MPa oraz wytrzyma³oœæ na rozci¹ganie �

m
= 457 ±

± 4,91 MPa z odchyleniem standardowym s = 7,09 MPa.
Œrednie wyd³u¿enie wynios³o A = 33,3 ± 1,47% [11].

Uzyskane parametry wytrzyma³oœciowe pozwoli³y na do-
konanie aproksymacji krzywej rozci¹gania � �( ) wed³ug
poni¿szego modelu [11]:

�
�

� �

�
� �

� �
� � � � � �

� �

� �

�
�

�
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�
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n

N

u
E

1/

dla ,

(8)

gdzie:

� – odkszta³cenie,

�
0

– odkszta³cenie odpowiadaj¹ce granicy plasty-
cznoœci,

�
u

– odkszta³cenie odpowiadaj¹ce pocz¹tkowi
umocnienia,

� – naprê¿enie,

�
0

– granica plastycznoœci,

�
u

– naprê¿enie odpowiadaj¹ce pocz¹tkowi umoc-
nienia,

�
n

– naprê¿enie odpowiadaj¹ce pocz¹tkowi nieli-
niowej czêœci krzywej,

E – wspó³czynnik sprê¿ystoœci pod³u¿nej,

N – wyk³adnik umocnienia.

Model opisany zale¿noœci¹ (8) pozwoli³ na wyznaczenie
wartoœci rzeczywistych naprê¿eñ i odkszta³ceñ w relacji
� �( ), za pomoc¹ których zdefiniowano parametry sprê¿y-
stoplastyczne stali S235JR. W Tablicy 1 podano w³asno-
œci sprê¿ysto-plastyczne, natomiast na Rys. 2 pokazano
krzyw¹ aproksymacyjn¹ � �( ) wyznaczon¹ na podstawie
modelu (8) dla badanego materia³u.

where:

� – strain,

�
0

– strain corresponding to the yield point,

�
u

– strain corresponding to the onset of hardening,

� – stress,

�
0

– yield point,

�
u

– stress corresponding to the onset of hardening,

�
n

– stress corresponding to the onset of the
non-linear part of curve,

E – modulus of longitudinal elasticity,

N – hardening exponent.

The model described by the relation (8) enabled the esti-
mation of the true values of stress and strain in relation
� �( ) which were used to define the elastic-plastic parame-
ters of steel S235JR. Table 1 presents the elastic-plastic
properties, whereas Fig. 2 shows the approximate curve
� �( ) determined on the basis of the model (8) for the ana-
lysed material.

The GTN model parameters have been determined on the
basis of the results of microstructural analyses, strength
properties of steel S235JR and numerical simulations of
tensile tests. The initial void volume fraction f

0
has been

assumed as a mean value for the analysed material on the
basis of the test results [9 - 11, 19], i.e. at the level f

0
=

= 0.001 = 0.10%. The Tvergaard coefficients have been
determined using the results of research conducted by
Faleskog et al. included in [14]. The ratio �

0
/E = 0.00155

is determined by the yield point obtained from the
strength tests. The values of the Tvergaard coefficients
for the hardening exponent N = 0.195 have been deter-
mined as q

1
= 1.91, q

2
= 0.79 and q

3
= 3.65.

The other GTN model parameters have been determined
based on an analysis of the tensile curves � �( ), which
were specified during the strength tests and the numerical
simulations. The GTN material parameters have been
iteratively changed within certain limits and the conver-
gence of the numerically and experimentally obtained
values has been established as an optimization criterion.

The critical value of void fraction f
c
, which corresponds

to the onset of void coalescence, has been determined as
f

c
= 0.06, as suggested by Richelsen and Tvergaard [15]

and depending on the initial void volume fraction f
0
. Void

volume fraction f
F

, corresponding to the material failure,
has been determined as f

F
= 0.25, what corresponds to

a value that has been assumed in studies [4, 15].
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Parametry modelu GTN wyznaczono na podstawie wyni-
ków badañ mikrostrukturalnych, w³asnoœci wytrzy-
ma³oœciowych stali S235JR oraz przeprowadzonych sy-
mulacji numerycznych prób rozci¹gania. Pocz¹tkowy
udzia³ objêtoœciowy pustek f

0
przyjêto jako wartoœæ œred-

ni¹ dla badanego materia³u w oparciu o wyniki prac [9 - 11,
19], tj. na poziomie f

0
= 0,001 = 0,10 %. W celu wyzna-

czenia wspó³czynników Tvergaarda wykorzystano rezulta-
ty badañ Faleskoga i innych zawarte w [14]. Wyznaczona
w badaniach wytrzyma³oœciowych granica plastycznoœci
okreœla iloraz�

0
/E = 0,00155. Dla wyk³adnika umocnienia

N = 0,195, wartoœci wspó³czynników Tvergaarda wyzna-
czono jako q

1
= 1,91; q

2
= 0,79 i q

3
= 3,65.

Pozosta³e parametry modelu GTN okreœlono opieraj¹c siê
o analizê krzywych rozci¹gania � �( ), które wyznaczono
w trakcie badañ wytrzyma³oœciowych oraz symulacji nu-
merycznych. Iteracyjnie zmieniano parametry mate-
ria³owe GTN w pewnych granicach, za kryterium optyma-
lizacji obieraj¹c zbie¿noœæ wartoœci � �( ) uzyskanych
numerycznie i eksperymentalnie.

Krytyczn¹ wartoœæ udzia³u pustek f
c
, odpowiadaj¹c¹

pocz¹tkowi ³¹czenia siê pustek, wyznaczono na poziomie
f

c
= 0,06, zgodnie z sugestiami Richelsena i Tvergaarda

[15], w zale¿noœci od pocz¹tkowego udzia³u objêtoœcio-
wego pustek f

0
. Udzia³ objêtoœciowy pustek f

F
, odpo-

wiadaj¹cy zniszczeniu materia³u wyznaczono na pozio-
mie f

F
= 0,25, co odpowiada wartoœci przyjmowanej

w badaniach [4, 15].

Wartoœci pozosta³ych parametrów przyjêto jako: udzia³ ob-
jêtoœciowy pustek nukleowanych f

N
= 0,04, œrednie od-

kszta³cenie nukleacji�
N

= 0,3 oraz odchylenie standardowe
odkszta³cenia nukleacji s

N
= 0,05. Wartoœci parametrów

modelu GTN dla stali S235JR zestawiono w Tablicy 2.

The values of other parameters have been assumed as: the
volume fraction of nucleated voids f

N
= 0.04, the average

nucleation strain �
N

= 0.3 and the standard deviation of
nucleation strain s

N
= 0.05. The values of the model GTN

parameters for S235JR steel are summarized in Table 2.

The numerical simulation was performed using Abaqus
6.10 program, accompanied by a non-linear dynamic anal-
ysis referred to as Explicit. The modeled element had a cir-
cular cross-section corresponding to the specimens used in
the strength tests. The analysis was conducted using the
modified Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) model,
described by the function (5), and assuming the material
parameter values given in Table 2. The elements were sub-
jected to static tension with a controlled displacement rate
in the static range. The specimens were modelled as axially
symmetrical ones, using the standard four node elements
referred to as CAX4R [20]. Due to the symmetry of the is-
sue and the use of the axially symmetric model, only 1/4 of
the specimens were subjected to modeling (Fig. 3). The
mesh with dimensions corresponding to the characteristic
length determined for S235JR steel at 250 µm = 0.25 mm
[11] was applied in the area near the crack. The strength
tests resulted in the necking and thus the failure occurred in
the central part of the specimens. This fact was taken into
consideration in the numerical model, in which the crack
surface was obtained through the adoption of a small notch
with a radius of R = d/200 = 0.05 mm. Such a solution can
also be applied for modeling the failure zone located in any
place on the length of the specimen, as well as in case of the
occurrence of several neckings and geometric imperfec-
tions.
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Table 1. The elastic-plastic properties for S235JR steel [11]
Tablica 1. W³asnoœci sprê¿ysto-plastyczne stali S235JR [11]

�0 �
u

�0 [MPa] �
n

[MPa] �
u

[MPa] E [GPa] N

0.002 0.015 318 198 333 205 0.195

Rys. 2. Aproksymacja krzywej rozci¹gania � �( ) w przypadku

stali S235JR

Fig. 2. The approximation of the tensile curve � �( ) for S235JR

steel
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Table 2. The microstructural parameters of the GTN model
for S235JR steel
Tablica 2. Parametry mikrostrukturalne modelu GTN
w przypadku stali S235JR

f0 f
c

f
F

q1 q2 q3 �
N

f
N

s
N

0.001 0.06 0.25 1.91 0.79 3.65 0.30 0.04 0.05



Symulacjê numeryczn¹ wykonano przy u¿yciu programu
Abaqus wersja 6.10 z u¿yciem nieliniowej analizy dyna-
micznej typu Explicit. Modelowano element o przekroju
ko³owym odpowiadaj¹cy próbkom u¿ytym podczas prze-
prowadzonych badañ wytrzyma³oœciowych. W analizie
pos³u¿ono siê zmodyfikowanym modelem Gursona-Tver-
gaarda-Needlemana (GTN) opisanym funkcj¹ (5), przyj-
muj¹c wartoœci parametrów materia³owych podane w Ta-
blicy 2. Elementy poddawano statycznemu rozci¹ganiu
z kontrolowan¹ prêdkoœci¹ przemieszczenia w zakresie
statycznym. Próbki modelowano jako osiowo symetrycz-
ne, u¿ywaj¹c standardowych elementów cztero-
wêz³owych typu CAX4R [20]. Ze wzglêdu na symetriê
zagadnienia oraz zastosowanie modelu osiowosymetrycz-
nego modelowano jedynie 1/4 próbek (Rys. 3). W obsza-
rze w pobli¿u p³aszczyzny pêkniêcia zastosowano siatkê
o wymiarach odpowiadaj¹cych charakterystycznej d³ugo-
œci wyznaczonej dla stali S235JR na poziomie 250 µm =
= 0,25 mm [11]. W trakcie przeprowadzonych prób wytrzy-
ma³oœciowych przewê¿enie, a co za tym idzie zniszczenie
powstawa³o w œrodkowej czêœci próbek. Zosta³o to uwzglê-
dnione w modelu numerycznym, w którym wymuszono
p³aszczyznê pêkniêcia przez przyjêcie niewielkiego karbu
o promieniu R = d/200 = 0,05 mm. Rozwi¹zanie takie mo¿e
byæ równie¿ zastosowane w przypadku modelowania strefy
zniszczenia znajduj¹cej siê w dowolnym miejscu na d³ugo-
œci próbki, jak równie¿ w przypadku wystêpowania kilku
przewê¿eñ, a tak¿e imperfekcji geometrycznych.

Numeryczna symulacja zniszczenia stali S235JR oparta
zosta³a na porównaniu krzywych wytrzyma³oœciowych
� �( ) wyznaczonych numerycznie i eksperymentalnie.
Analizie poddano równie¿ wzrost pustek (mikrouszko-
dzeñ), zdefiniowany za pomoc¹ parametru VVF, postê-
puj¹cy w trakcie procesu odkszta³cania materia³u. Wykre-
sy krzywych naprê¿eñ nominalnych � oraz udzia³u
objêtoœciowego pustek VVF w funkcji odkszta³ceñ � dla
punktu le¿¹cego w œrodku przekroju poprzecznego na
p³aszczyŸnie pêkniêcia próbki pokazano na Rys. 4.

Jak widaæ w pierwszym przypadku w zakresie odkszta³cenia
materia³u, dla� < 0,21, naprê¿enia wyznaczone eksperymen-
talnie oraz numerycznie s¹ zbie¿ne. W zakresie tym nie ob-
serwuje siê wzrostu pustek, którego pocz¹tek notowany jest
przy � = 0,21, co odpowiada osi¹gniêciu maksymalnych na-
prê¿eñ nominalnych � = 455 MPa. W zakresie odkszta³ceñ
� � �0 21 pustki zaczynaj¹ wzrastaæ, co ma prze³o¿enie na
os³abianie struktury materia³u, szczególnie w strefie znisz-
czenia. Pocz¹tek intensywnego wzrostu pustek obserwowa-
ny jest dla odkszta³ceñ � = 0,22, co powoduje pocz¹tek zja-
wiska softeningu, czyli obni¿ania wytrzyma³oœci materia³u,

The numerical simulation of failure of S235JR steel has
been based on a comparison of the numerically and exper-
imentally determined strength curves � �( ). The analysis
was conducted on the growth of voids (microdamages),
defined using the VVF parametr, progressing through the
process of the material deformation. The diagrams of
curves of both the nominal stress � and the void volume
fraction VVF in the strain function � for a point in the cen-
tre of the cross section in the plane of the specimen frac-
ture are shown in Figure 4.

As shown in the first case, in the range of the material de-
formation, for � < 0.21, the experimentally and numeri-
cally determined stresses are convergent. In this range,
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Fig. 3. The numerical model of the analysed element

Rys. 3. Model numeryczny analizowanego elementu
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Rys. 4. Wykres naprê¿eñ � i udzia³u objêtoœciowego pustek

VVF w funkcji odkszta³ceñ � w przypadku stali S235JR

500

450

400

350

300

250

200

15

0

10

0

N
o
m

in
a
l
s
tr

e
s
s

N
a
p
rê

¿
e
n
ie

n
o
m

in
a
ln

e
�

[M
P

a
]

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00
V

o
id

v
o
lu

m
e

fr
a
c
ti
o
n

V
V

F

U
d
z
ia

³
o
b
jê

to
œ
c
io

w
y

p
u
s
te

k
V

V
F

Nominal strain / Odkszta³cenie nominalne �

� �� Experiment / Eksperyment
� �� Simulation / Symulacja
VVF Simulation / Symulacja

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Strefa zniszczenia



postêpuj¹cego w coraz to wiêkszym stopniu a¿ do znisz-
czenia. Dla odkszta³ceñ� = 0,25 obserwowana jest zmiana,
nieznaczny spadek prêdkoœci wzrostu pustek, co odpowia-
da poziomowi parametru VVF = 0,04. Pustki ponownie za-
czynaj¹ wzrastaæ szybciej tu¿ przed symulowanym znisz-
czeniem materia³u, przy � = 0,29. Modelowane nume-
rycznie zniszczenie materia³u notowane jest dla od-
kszta³ceñ � = 0,30 i jest to poziom wyraŸnie ni¿szy ni¿
œrednie odkszta³cenia nominalne � = 0,336 uzyskane w ba-
daniach eksperymentalnych w momencie zniszczenia. Jed-
noczeœnie naprê¿enia nominalne w momencie zniszczenia,
wyznaczone numerycznie na poziomie � = 360 MPa, s¹
wyraŸnie wy¿sze ni¿ œrednie naprê¿enia � = 303 MPa
okreœlone eksperymentalnie dla tego zakresu. Zniszczenie
materia³u modelowane numerycznie nastêpuj¹ce wyraŸnie
wczeœniej w porównaniu z wynikami badañ eksperymen-
talnych, co w istotnym stopniu zwi¹zane jest z przyjêtym
kryterium zniszczenia definiowanym przez krytyczny
udzia³ objêtoœciowy pustek f

F
= 0,25. Mikrostrukturalne

kryterium zniszczenia oparte na wielkoœci f
F

= 0,25, defi-
niuj¹ce ca³kowit¹ utratê wytrzyma³oœci materia³u, jest za-
tem bardziej konserwatywne w porównaniu do wartoœci
teoretycznej f

F
= 0,67, gdy¿ pozwala na wczeœniejsze

przewidywanie zniszczenia badanego materia³u. Udzia³
pustek obserwowany w momencie zniszczenia okreœlony
zosta³ na poziomie VVF = 0,10.

Nag³y spadek naprê¿eñ nominalnych � obserwowany
w momencie zniszczenia zwi¹zany jest ze zmian¹ pa-
nuj¹cego stanu naprê¿enia w strefie zniszczenia. Szczegól-
nie interesuj¹cy jest rozk³ad rzeczywistych naprê¿eñ
pod³u¿nych�

22
w analizowanym zakresie, co pokazano na

mapach naprê¿eñ przedstawionych na Rys. 5. Jak widaæ
w chwili zniszczenia, dla odkszta³ceñ nominalnych� = 0,30,
najwiêksze naprê¿enia pod³u¿ne obserwowane s¹ w œrodko-
wym obszarze próbki, osi¹gaj¹c wartoœæ �

22
= 754 MPa

(Rys. 5a). Przy poziomie odkszta³ceñ � = 0,31 dochodzi do
utraty wytrzyma³oœci materia³u objawiaj¹cej siê spadkiem
naprê¿eñ pod³u¿nych �

22
, co jest wyraŸnie widoczne na

mapie pokazanej na Rys. 5b.

there is no growth of voids, whose onset is observed at
� = 0.21, which corresponds to reaching the maximum
nominal stress of � = 455 MPa. In the range of strains
� > 0.21 the voids begin to grow, which is reflected in the
weakening of the material structure, especially in the area of
failure. The beginning of the intensive growth of voids is
observed for strains � = 0.22, what results in the beginning
of the phenomenon referred to as softening, that is a de-
crease in the material strength, progressing gradually until
a failure. Regarding strains � = 0.25, there is a change in the
form of insignificant decrease in the growth rate of voids,
what corresponds to the level of parameter VVF = 0.04.
Voids restart to grow more rapidly just before the simulated
material failure, at � = 0.29. The numerical modeling of the
material failure is listed for deformations� = 0.30 and this is
a level significantly lower than the average nominal strain
� = 0.336 obtained in experimental studies at failure. At the
same time the nominal stress at failure that has been numer-
ically determined at � = 360 MPa is notably higher than the
average stress � = 303 MPa which is experimentally deter-
mined for this range. A numerically modeled material fail-
ure, which occurs much earlier compared with the
experimental results, has been, to a large extent, associated
with the assumed failure criterion, defined by the critical
void volume fraction f

F
= 0.25. The microstructural failure

criterion based on the parameter f
F

= 0.25 and defining the
complete loss of the material strength is therefore more con-
servative in comparison to the theoretical value f

F
= 0.67

as it enables the early prediction of failure of the analysed
material. Void fraction observed at failure has been deter-
mined at VVF = 0.10.

A sudden decrease of the nominal stress� observed at fail-
ure is associated with a change of the current stress state in
the process zone. The distribution of the longitudinal
stress �

22
in the analysed range is particularly interesting,

as shown on the maps of stress presented in Figure 5. As it
can be seen at failure, for the nominal strain � = 0.30, the
highest longitudinal stresses are observed in the central
area of the specimen, reaching a value of �

22
= 754 MPa

(Fig. 5a). At the level of strain � = 0.31, occurs the loss of
material strength demonstrated by a decrease of longitudi-
nal stresses �

22
, which is clearly visible on the map shown

in Fig. 5b.
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Fig. 5. The maps of longitudinal stresses �
22

for S235JR steel

at failure for strains: a) � = 0.30, b) � = 0.31

Rys. 5. Mapy naprê¿eñ pod³u¿nych �
22

w momencie zniszczenia

stali S235JR w przypadku odkszta³ceñ: a) � = 0,30; b) � = 0,31

a) b)
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Kolejnym analizowanym w pracy zjawiskiem by³a ewo-
lucja mikrouszkodzeñ (pustek), obserwowana na podsta-
wie analizy map rozk³adów udzia³ów objêtoœciowych pu-
stek VVF w trakcie procesu deformacji materia³u. Jak
widaæ na Rys. 6a ukazuj¹cym rozk³ad udzia³ów objêto-
œciowych pustek w chwili zniszczenia materia³u, dla od-
kszta³ceñ� = 0,30 najsilniejszy wzrost pustek obserwowa-
ny jest w œrodkowej czêœci próbki na p³aszczyŸnie
pêkniêcia i tym samym inicjacja pêkania spodziewana jest
w³aœnie w tym obszarze. Jak ju¿ wspomniano udzia³ objê-
toœciowy pustek w momencie zniszczenia zanotowano na
poziomie VVF = 0,10. Wartoœæ ta mo¿e byæ wiêc trakto-
wana jako kryterium mikrostrukturalne, odpowiadaj¹ce
przewidywanemu momentowi zniszczenia stali S235JR.
W chwili po zniszczeniu, dla odkszta³ceñ � = 0,31, obser-
wuje siê zjawisko rozwoju mikrouszkodzeñ obejmuj¹cych
obszar o niewielkiej gruboœci bezpoœrednio przyleg³y do
p³aszczyzny pêkniêcia.

6. WNIOSKI

W artykule przedstawiono za³o¿enia modelu materia³u
Gursona-Tvergaarda-Needlemana (GTN), bêd¹cego jed-
nym z podstawowych modeli zniszczenia stosowanych
w analizach wytrzyma³oœciowych elementów in¿ynier-
skich, a tak¿e przyk³ad numerycznej symulacji zniszcze-
nia elementu rozci¹ganego wykonanego ze stali S235JR.
Przedstawione obliczenia wykaza³y, ¿e zastosowanie
zmodyfikowanego modelu GTN uwzglêdniaj¹cego rze-
czywiste parametry mikrostrukturalne z powodzeniem
umo¿liwi³o symulacjê zniszczenia stali S235JR w wyniku
pêkania ci¹gliwego. Wykres rozci¹gania uzyskany przy
pomocy symulacji numerycznych by³ zbie¿ny z wynikami
badañ doœwiadczalnych. Przeanalizowano wzrost mikro-
uszkodzeñ w trakcie procesu uplastycznienia wyzna-
czaj¹c krytyczny udzia³ objêtoœciowy pustek. Wielkoœæ ta
mo¿e mieæ zastosowanie jako kryterium mikrostruktural-
ne, odpowiadaj¹ce przewidywanemu momentowi znisz-
czenia stali S235JR.

Another phenomenon analysed in the research was the
evolution of microdamages (voids) observed on the basis
of maps of void volume fraction VVF distribution in the
process of deformation of the material. As shown in Figure
6a, presenting the distribution of void volume fractions at
material failure, the strongest growth of voids for strains
� = 0.30 is observed in the central part of a specimen on
a crack surface and thus a crack initiation is expected to be
in this area. As it was mentioned before, the void volume
fraction at failure was noticed at VVF = 0.10. Therefore,
this value can be considered as a microstructural criterion,
corresponding to the expected S235JR steel failure. Imme-
diately after failure, for strains � = 0.31, one can observe
a phenomenon of microdamage development covering an
area of low thickness directly adjacent to the crack surface.

6. CONCLUSIONS

The paper presents the assumptions of the
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) material model
which is one of the fundamental damage material models
applied in the strength analysis of the engineering ele-
ments. It also shows an example of the numerical simula-
tion of failure of the tensile element made of S235JR steel.
The tensile diagram obtained as a result of the numerical
simulation was convergent with the results of experimen-
tal researches. The microdamage growth in the plasticity
process resulted in the determination of the critical void
volume fraction was analysed. This value can be applied
as a microstructural criterion corresponding to the ex-
pected S235JR steel failure.

ROADS AND BRIDGES – DROGI I MOSTY 11 (2012) 295 - 310 309

Fig. 6. The maps of void volume fractions VVF for S235JR steel

at failure for strains: a) � = 0.30, b) � = 0.31

Rys. 6. Mapy udzia³ów objêtoœciowych pustek VVF w momencie

zniszczenia stali S235JR dla odkszta³ceñ: a) � = 0,30; b) � = 0,31

a) b)
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